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Charaktergrade Primzahlpotenzen sind* 
OLAF MA&X 
Die nachfolgcnde Untersuchung sol1 tin Bcitrag zu dcr Frage sein. was 
die Algebrenstruktur von CY iiber die Gruppe Y aussagt. Nach Auflistung 
einiger bckannter Resultate in $0 wendcn wir uns denjenigen Gruppcn 
zu. dcren s&ntlichc irreduziblcn Charakterc iiber C Primzahlpotenzgrad 
bcsitLen (sog. PIT-Gruppen). In dieser Arbeit sind wir an aufl6sbaren 
PPC-Gruppen interessicrt. Wir zeigcn in $1. dal3 wir dalu genau solchc 
PK-Gruppen untersuchen miissen, in dcren Graden zwci Primzahlen p 
und y auftreten (PK’(p, q)-Gruppn). Nachdcm in $2 einig Hilfsmittel zur 
Vcrfiigung gestcllt worden sind, wcrden in $3 die PPC(‘.q)-Gruppen von 
nilpotcnter Lange 2 charakterisicrt. Dicse Vorbercitungcn versctzen uns in 
die Lagc, in $4 univcrsellc Schranken fiir die Stufc und die niipotentc Lange 
eincr PPC( p. q)-Gruppc anzugebcn. Das Zicl des Paragraphen 6 ist 
cs. PP(‘(p: q)-Gruppen von maxim&r Stufe, namlich van Stufe 5. 
r’u charaktcrisiercn. Hicrzu beweiscn wir in $5 einige Aussagen i;ber 
PPC‘( p. q)-Gruppen von Stufe 4, insbcsondcre starke Einschrankungen iiir 
die Primzahlcn p und q. Zur Abrundung dcs aufl&barcn Falles behandein 
wir abschli&end in $7 noch die PK’(p. q)-Gruppen von Stufe und 
nilpotcntcr Lange 3. 
Wir haltcn uns and die Bczeichnungen aus den Hiichcrn von B. Hnp- 
pert N. Blackburn bzw. M. Isaacs. Urn diesc einfacher zitiercn zu k6nncn, 
vcrwenden wir folgendc Abktirzungen: [HB]: Huppert [7] und Hup- 
pert Blackburn [8]. [IS]: Isaacs [93. 
An diescr Stellc sei Hcrrn Prof. Dr. B. Huppert fiir vicle Anregungen bei 
der Entstehung dcr Arbcit gedankt. 
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0. PROBLEMSTELLUNG 
0.1. Vorbemerkung. Sind 9 und 2 endliche Gruppen mit ~!8 G Z, so 
gilt natiirlich C$Y g @Z (als @-Algebra). Vorgegeben sei nun umgekehrt die 
Algebrenstruktur von C??. Mit dem Satz von Wedderburn heil3t dies 
und daher ist die Kenntnis der Algebrenstruktur von CC!? vijllig aquivalent 
zur Vorgabe der Grade samtlicher irreduzibler Darstellungen von 9 iiber @
einschlieBlich hrer Vielfachheiten. Natiirlich ist 9 hierdurch nicht eindeutig 
bestimmt (bis auf Isomorphie). Man betrachte twa zwei abelsche Gruppen 
gleicher Ordnung oder man betrachte die Dieder- und die Quater- 
nionengruppe der Ordnung 8. In der vorliegenden Arbeit hingegen wollen 
wir nur die Grade, nicht aber deren Vielfachheiten vorgeben und zunachst 
einige bekannte Resultate anfiihren, urn so unsere konkrete 
Problemstellung zu motivieren. 
0.2. SATZ (Isaacs, Passman [16]). Zst cd(g) = { 1, m}, so ist 69 
metabelsch und es gilt: 
(i) 9 hat einen abelschen Normalteiler vom Index m oder 
(ii) m ist Potenz einer Primzahl p und B ist direktes Produkt einer 
p-Gruppe und einer abelschen Gruppe (vgl. such [IS, 12.5 und 12.61). 
0.3. SATZ (Isaacs [ll]). 1st lcd(B)I = 3, so gilt gC3) = 1 (vgl. such [IS, 
12.151). 
0.4. SATZ. (a) (Garrison [4]). 1st Icd(C!?)l 6 k und 29 aufliisbar, so 
folgt n(G) < k (vgl. [IS, 12.211). 
(b) (Berger [l]). Zst [cd(g)1 <k und 191 ungerade, so folgt dl(9) 6 k. 
0.5. Bemerkung. Es seien p und q zwei verschiedene Primzahlen. Dann 
wurden in folgenden Fallen die Gruppen B bestimmt: 
(a) cd(F) = (1, p} (Isaacs, Passman [15]; vgl. such [IS, 12.111). 
(b) cd(%) = { 1, p, q) (Isaacs, Passman [ 161). 
(c) cd(Y) E { 1, p, p’} (Passman [19]). 
0.6. SATZ (Isaacs, Passman [ 161). Besteht cd(g)\{ 1 } nur aus Prim- 
zahlen, so ist 59 auflliisbar (vgl. such [IS, 14.41). 
0.7. SArz (Isaacs, Passman [ 141). Fiir zinc> GTUJ)I)E 9 .sind g/eic/nc~~fi,e: 
(a) Es giht eine Prirnzuhl p, so duJ es L-U j&m z E Irr(Y) &e nicht- 
negurice gunzc Zahl n gibt mit x( 1 ) = p”. 
(bl 9 ist p-nilputent mit norrnulem, uhel.schrn p-Kmmpkcvnrm (vgi. 
such [IS, 6.9 und 6.151). 
Geman 0.6 und 0.7 erscheint es sinnvoll. die in folgender Definition 
beschriebenen Gruppen zu untcrsuchen: 
0.8. DEFINITIOS. (a) Eine Gruppe Y heibt PPC-Gruppe, wenn 
samtliche irreduziblen Darstellungen von 9 iiber ,ZII Primzahlpotenzgrad 
besitzen. 
(b) 1st !e eine PPC-Gruppc und { p, ,.... p,, 1= [ p j es exist&t ein 
x E Irr(Y) und tin k E N mit x( I ) =p”}. so sagen wir genaucr. dafi 9 einc 
PPC(/>, ....t p,)-Gruppe ist. Dabei sei sinngemal3 PPc‘( 0) die Klasse dcr 
abelschen Gruppen. 
1. DAS AUI:L.~~SRAKKEITSKRITEKII:W 
1.1. Bemerkung. Die Vcrmutung, jcde PK.-Gruppe konnte auf&bar 
sein, ist leider falsch. Wir bctrachten als Gegenbeispiel: 
9=A,2SL(2,4) mit cd(Y)= (l.3,22.5) 
und 
.Ytt = SL( 2. 8) mit cd(.F) = (1. 7, 2”: 32i (vgl. [IS. Appendix]) 
Pine handliche Bcschrcibung der auflosbarcn PPC-Gruppen wcrden wir 
in 1.3 angcben. %uvor bewcisen wir cinen fur den Kcst dcr Arbeit zcntralen 
Hilfssatz: 
1.2. HILFSSA-P. (a) 1st 9 uine PPC-Grlrppc urld ..i ‘a Y. so .sind such 
1’ und T9Y.A” PPC-Gnippcn. 
Es sui nun % c&e PPC(p, ,..., p,)-Gruppe. Dunn gilt: 
(b) .ledr p;-Faktorgruppe con % ist cibelsch (i = I,..., n). 
(c) Ist n 3 2, so ist jade nilpotente Fuktorgruppe con 99 ahelsch. 
(d) Ist n 2 3, so ist ,&de uujliisbare Faktnrgruppr con B uhelsch. 
Rert&s, (a) Die crste Behauptung folgt mit [IS. 6.81 und die zweite ist 
trivial. 
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(b) Wir nehmen an, S/Jf ware eine nicht-abelsche p!-Faktorgruppe. 
Dann gibt es ein $ E Irr(%‘/l) mit pi l$(l) > 1. Nach Voraussetzung 
existiert ein nicht-linearer Charaketer xE Irr(9) von pi-Potenzgrad. Wegen 
pij I+~/JJ’J ist X~ E Irr(J”) und der Satz von Gallagher ([IS, 6.171) 
erzwingt den Widerspruch x$ E Irr(S). 
(c) Die Aussage folgt sofort aus (b). 
(d) Sei S/Jf eine aufliisbare, nicht-abelsche Faktorgruppe von 9’. 
Wir wahlen einen Normalteiler X” von 9’ mit JY < X” d 9’ und maximal 
mit der Eigenschaft, da0 99/X nicht-abelsch ist. GemaB [IS, 12.31 gibt es 
fur $? : = 9/X zwei Moglichkeiten: 
(1) 9 ist eine pi-Gruppe. 
(2) 9 ist eine Frobeniusgruppe. Dabei ist der Frobeniuskern 9’ - -, 
eine elementar-abelsche q-Gruppe (fur eine Primzahl q) und 9/g 1st eine 
p,-Gruppe. 
In beiden Fallen ergibt sich wegen IZ 3 3 ein Widerspruch zu (b). 1 
1.3. SATZ. Es sei 98 eine PPC(p, ,..., p,)-Gruppe. Dam sind gleichwertig: 
(a) 9 ist auJliisbar. 
(b) nd2. 
Beweis. (a) 3 (b) Ware n > 3, so ware 9 abelsch (1.2d)). 
(b)+(a) GemaD 0.7 bleibt noch n = 2 zu untersuchen. Sei dazu 9 
nicht aufliisbar. Wegen 1.2(a) kiinnen wir annehmen, dal3 9 einfach 
und nicht-abelsch ist. Sei 9 eine Sylow-p,-Untergruppe von 9 und 
1 # z E Z(Y), dann ist p1 j 1%: C,(z)j. Fur x E Irr (g) mit x( 1) =pT (m E N) 
liefert daher das Lemma von Burnside ([IS, 3.81) entweder x(z) = 0 oder 
z. Kern x E Z(Y/Kern x). Da 9 einfach ist, folgt x(z) = 0 und wir erhalten 
fur den regularen Charakter p von 9: 
O=p(z)= c cp(l)~cp(z)=l+ c cp(l).cp(z). 
$0 EIrr(9) rp EIn(g) 
PZlVP(l) 
Daher ist l/p, ganz algebraisch, was den Widerspruch l/p, EL zur Folge 
hat. 1 
1.4. BEZEICHNUNGEN UND PROBLEMSTELLUNG. Wir wenden uns nun der 
Untersuchung aufliisbarer PPC-Gruppen zu. Da die Struktur von PPC(p)- 
Gruppen durch Satz 0.7 viillig geklart ist, bleiben gemaD 1.3 noch die 
PPC(p, q)-Gruppen zu betrachten. 1st 9 eine solche, dann gibt es nach Ito 
([IS, 12.341) ein normales, abelsches {p, q}-Komplement, welches wir von 
nun an stets mit & bezeichnen wollen. 
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Sci X tine Gruppc, welchc auf !9 als Automorphismengruppe opericrt. 
Dann operiert .X auf Irr(8) vcrmoge 
%“k)=%kP ‘) fiir x~lrr(G), RE??. 171s M. 
1st aufierdem (I&, l!gl)= 1, so wurde von Glauberman ([IS, 13.1 J) ftir 
auflijsbares .#’ und von Isaacs ([ 121) fiir ungcrades 19’ bcwiescn. da8 
Irr(+) und die Mcnge dcr Klassen von 9 permutationsisomorph sind, d.h. 
es cxistiert eine Hijektion x mit 
Y(f) = .x(z)” fiir y E Irr(%) und /ZE H. 
Nach dem Sate von Feit-Thompson ist also im Falle (;.X !, I% ) = 1 stets 
die Pcrmutationsisomorphie gcgebcn. Der folgende Hiifssatz ist zwar tin 
triviales Korollar zu dicsem ticfliegcnden Resultat. wcgen dcr zcntralcn 
Bcdeutung fiir die vorliegcnde Arbeit geben wir aber cinen clementaren 
Bewcis an: 
BtllY~i.s. GemalJ [IS, 13.231 genii&t der Nachwcis von IC+(.‘P)l = 
IC.,(.Y): fiir allc .‘Y’<..;i%. Wegen (IY;,, I%i) = 1 gibt cs einen Automor- 
phismus R ++g I ‘./.I van ‘~ mit ( gl”” )I’ .‘I = g (fiir allc g E 9). Wir dcfiniercn 
cinen Endomorphismus i: von 9 durch 
Dann induzicrt c in natiirlicher Weisc eincn Endomorphismus auf ‘4, 
welchcn wir cnbcnfalls mit c bezcichncn. Trivialcrweisc gilt cz = i:. was die 
Zericgungcn 9 = 9’ x 9’ ’ und !3 = @ x cg’ ’ zur Foigc hat. Man iiberlcgt 
sich leicht. da13 (@‘). = 8’ I. gilt, so &fi sich I$‘1 = ((9: ($$I)-; z
,<q: y’ ‘1 = ‘9”: ergibt. Wcgen 9 = C,%(Y) und Y4, = CJ,U;) folgt dahcr die 
Bchauptung. (Fiir die Def. von I vgl. man [ HH, V. 46J.i 1 
Als unmittelbare Folgerung vcrmcrken wir: 
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(a) Sei weiterhin Yy‘ elementar-ahelsch. Genuu dunn ist 9“ pin 
irreduzihler g-Modul, lcenn @ ein irreduziblcr 8-Modul ist. 
(b) Sei nun (lV“1,19[)= I. Dann gilt: 
(1) C,(~V)=C,(Q‘). 
(2) Genuu dunn ist C,.(<??)= 1, wrnn C+.((#)= 1 ist. 
(3) 9 operiert genuu dann ,/ixpunktfi-ei uuf‘ V, wenn 9 Jixpunktfrei 
agf 9 operiert. 
Die folgendcn Hilfssiitze zeigen. welchc Konsequenzen sich aus 2.2 fiir 
PPC-gruppcn erg&en. Dabci seicn p und q Primzahlen (p # q). 
2.3. HILFSSATZ. Sei 9 eine PPC-Gruppe und Y‘ ,< .,Va 9. Weiterhin sei 
Y’ tin ahelscher q’-Normalteiler con 3 mit 9’ = [V‘, A/‘/V], es sei S/J+/ 
eine nicht-triciale p-Gruppe und X,iV eine nicht-triciale q-Gruppe. 
Y 
:. 
P I 
i A’” 
:. 
4 
_ y/‘ 
9’ ’ ahelsch 
Dunn existiert zu jedem i. E @ ein 9 E Syl,(Y/V) mit 9 d T(i)/V 
Brweis. Die Zassenhaus-Zerlegung “f = [V, NjV] x c,. (.N/tq 
([HB, III, 13.43) erzwingt zunachst zusammen mit 2.2(b) C,(.N,!Y’)= 1. 
Fur 1 # i. E ,F‘ zerlcgen wir jLTci’ = ‘p, + . . + cp, in irrcduziblc Bestandtcile 
cp, und [HB. V. 17.1 l] licfert cpy E Irr(9). Als notwcndige Bedingung 
crhaltcn wir dahcr 1%: T(E.)( =p”’ oder 9”‘. Ware 1%: T(i,)( tine p-Potenz, 
so ware .Af/W’dT().)/?“‘, was 1 # i. ECJ.N~“I/‘) zur Folge hatte. Somit ist 
1%: T(i)1 eine q-Potenz. 1 
2.4. HILIXAT~. Sri 3 rine PPC-Gruppe, V_a Y, V’ d .A/ 59 mit einer 
p-Gruppc Yi.,r/- # 1 und einer q-Gruppe .A//%‘” # 1. Wir setzen weiterhin 
wraus, da/ Y ein irreduzibler GF(r) Y/Y/-Modul ist (ftir eine Primzahl 
r # q). Ist [VT ./t’,++‘.] # I, so ist 3” sogur irrcduzihel uls ./V/Y’.-Modul. 
Reweis. Vermoge Y‘ = [Y”, .N,+“] x C, (..N”!‘Y’) erzwingt die Irredu- 
zibilitat von %“ als Y/9“-Modul sofort Y’= [Y”? N/Y’]. Zu 1 # i.6 ,P 
wahlcn wir gamaB 2.3 tin YE Syl,)(%‘Y,’ ) mit .Y <T(i)/‘1 . . Lnt:r 
Heachtung von 2.2(a) ergibt sich: 
und Y ist ein irreduzibler .,I“;‘% ‘-Modui. 1 
Be,r,eis. (a) Gema 2.2(b) zeigcn wir die fixpunktfreie Operation von 
9 auf Y-^‘. Wir nehmen dazu die Existenz eines 1 # ). E +“ mit C,(i) # I an. 
Da Z(2) Iixpunktfrei auf p opericrt, folgt jedcnfalls C,(i.)nZ(.S) = I und 
$’ = [Y“, S]. Mit 2.3 gibt es tin YE Syl,,(Y:‘Y-) mit .‘P<C,., (i) und wir 
betrachten den 9-invarianten Teilraum 1 # (C,(j.) x Z(L!)),lZ(.J) von 
4/Z(9). Die Irrcduzibilitat van 2/Z(9) als .Y-Modul erzwingt somit 
9 = C,(J) x Z(2), im Widcrspruch zu cl(%) = 2. Da 4 nach Voraussetzung 
einen nicht-trivialcn y’-Automorphismus besitzt: so ist die Folgerung einc 
unmittelbarc Konsequenz dcs Satzcs von Burnsidc ([HB, V. 8.151). 
(b) (I) Nach 2.4 ist ^/ sogar irreduzibel als I-Modul. Insbcsondere 
operiert Z(1) fixpunktfrci auf F‘ und damit auf Y?’ (2.2(b)). 
(2) 1 operiert fixpunktfrei auf 7 : Angcnommen, es existiert in 
1 #;.E /’ mit C,(i)#l. Nach (I) gilt dann C,(j.)nZ(.d)=l. Wegen 
‘I = 1 ‘I . . 21 konncn wir gem%0 2.3 ein 9 E Syl,,(<9.:6) wahlcn mit 
.Y < C,G , (j..). E s sei 9 = 9, x . . x .Y, tine Zerlegung der ahclschen Gruppe 
.Y in zyklischc Untcrgruppen .?z. Jcdenfalls ist C,,(j.) P-invariant. Wciterhin 
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existiert ein 9, welches nicht-trivial aufC,(n) operiert. Wiirde namlich 9 
trivial uf C,(L) operieren, so ware 1 # (C,(L) x Z(2!))/Z(2) d Cm,z(9j(Y), 
im Widerspruch zu [9./Z(S!), S] = Li?/Z(Z!). Wir betrachten un die PPC- 
Gruppe 9 mit 9/Y := 9. !?j (1.2(a)). Dann gilt T,(L)/Y = C,(L) 3 und 
/z ist fortsetzbar zum vollen Urbild von q (da q zyklisch) und zum vollen 
Urbild von C,(L) (wegen (Iv/, IC,(n)()= 1; vgl. [HB, V, 17.12(a)]). 
Gem%3 [IS, 11.311 ist 1 fortsetzbar zu 2~1rr(T~(/Z)). Aus [HB, V, 17.11 
und 17.121 folgt mit F = T9(L): 
RT= 1 dl) d und (cp1)” EIrr(9). 
qJ EIrr(Y/Y) 
Da q nicht-trivial auf C,(L) operiert, existiert ein cpO EIrr(F/Y’) mit 
q,(l) =p” (nc N). Wegen Z(2) @ C,(n) ist andererseits 19 : F-I = qm 
(mu N) and (qOx)9 hatte den Grad p”q”, im Widerspruch zur PPC- 
Eigenschaft von 9. 
(3) Aus (2) folgt wie unter (a) sofort q = 2, p = 3 und 5!gQ8. 
(4) Y ist eine 3-Gruppe: Jedenfalls i t Y eine r-Gruppe fur eine 
Primzahl r # q. Wir betrachten A : = ((A, 9) 1 Iz E p, B E Syl,(%/Y), 
$??<C,,,(/z)} und zahlen A auf zwei Weisen ab. Beachten wir, dab 
IC,(S)( nicht von der Wahl von 9’~Syl~(Y/Yr) abhangt, so ergibt sich: 
ISyl,(~/U . IW~h = IAl = c ISYW,,&))I. 
/IEP 
Aus (3) folgt sofort ISyl,(Y/Y)I = IJi?/Z(22)1 = 4 und wir erhalten mit 2.3 die 
Abschatzung 4. iC,(.!Y)j > I@1 = IYl. Ware @ = C,(Y), so ware 
9=Cc.,,(9)(3Y/V und wir erhalten den Widerspruch [9, Y] = 1. 
Daher gilt 4> #dimYpdimCt-(P)) > r und folglich r = 3. 1 
2.6. HILFSSATZ. (a) Sei 9 eine PPC-Gruppe, Jfa9 und 4’” besitze 
einen nicht-linearen irreduziblen Charakter van q-Potenzordnung. Dann 
besitzt such 9 einen solchen. 
(b) Sei B eine PPC-Gruppe, ^Y- d Jfrgg und Vg%. Weiterhin sei 
1 # 9/N eine abelsche p-Gruppe, 1 # N/Y eine q-Gruppe, Fe eine abelsche 
q’-Gruppe und es sei S/v nicht nilpotent. Ist M/Y nicht-abelsch oder 
[Y, N/Y] # 1, so ist 9 eine PPC(p, q)-Gruppe. 9 
P 
:. abelsch 
“4f 
:. 
9 
-Y- 
9’ abelsch 
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Rcwc~is. (a) Folgt trivial mit [IS, 6.81. 
(bj Wcgen F(Y,‘Y”) <3/Y hat 9;~ eincn nicht-linearen p- 
Potcnzcharakter (0.7). AuDerdcm hat t“ wcgen (, 1’; 1 ‘)’ f 1 bzbv. 
[Y . . I” ‘/ .] # I cincn nicht-linearen q-f’otcnrcharakter und die Bchaup- 
tung folgt mit (a). 1 
3. PK’( p! y)-GKUPPEN VON XILPOTt,NTI:K LAY&~, 2 
3.1. Bemcrkun~. Sei 9 einc PPC( p. y)-Gruppe. IJnser Ziel ist in $4, 
universcllc Schranken fur r/l(+) und n(Y) anzugcben. Notwcndig hicrzu ist, 
den Fall 17(Y) = 2 zu untcrsuchcn. Gcmaf!, 1.2(c) kcnncn wir bcreits tine 
untcre Schranke fur die nilpotcnte Lange. namlich 
Wir gcben nun eine unterc Schranke fur die Stufc van :f an: 
3.2. SA 1.Z. 1st 9 citic PPC(p, q)-Grupp, so gilt d(Y) 3 3 
lhvcis. Sci Y eine metabclsche PPC‘( 1). q)-Gruppe van minimaier 
Ordnunp. 
(1 ) Kcin nicht-lincarcr irreduziblcr Charaktcr van Y ist trcu: 
Angcnommcn, 1 E Irr(!F) mit x(l) =p” ware treu. Da die metabelschc 
Gruppe 9 einc M-Gruppe ist, so existiert ?/ 6 !g und v, E Irr( @) mit 
cjq( I )= 1 und z = cp”. Sci .3 ein maximaler abeischcr Il‘ormaltciler oberhalb 
van !g’. Nach einem Resultat aus Seitz 1201 cxisticren .# 6 9 mit 3 < .%’ 
und $ E Irr( .;// ) mit rl/( 1)= 1, so daf.3 z = $” gilt. Wegcn 9 d .&’ ist X nor- 
mal in 9 und wcgcn Kern x = I ist X abelsch. Somit folgt d= .# und 
il : .&I = p”, im Widerspruch zum Satz van ito ([IS, 6.151). 
(2) 3 ist tine A-Gruppe ([HB. VI, 14.11): Wir wahlen %, cp~l:r(%) 
mit z(l)=p”> 1 und cp(l)=q”>l. Gemal (1) gilt dann Kern%> 1 und 
Kern (n > i, Die minimalc Wahl van 3 erzwingt dahcr Kern z n Kern cp = 1 
und licfcrt zusammen mit Sate 0.7: $/Kern z ist p-nilpotent mit normalem. 
abelschcn p-Komplcment (&/Kern z und <qjKcrn (I, ist y-nilpotent mit nor- 
malem. abelschcn q-Komplcment P/‘Kern cp. AuOerdcm sind <9X und cG:“i 
abclsch (1.2(c)). 1st also ,Y’ eine bcliebige Sylow-Untergruppc van 3. so 
folgt 9’ 6 Kern z n Kern 43 = 1 und (2) ist bcwiescn. 
(3) 1st :3 tin maximalcr abclschcr Normalteiler van 9. so gilt 
.F = I’(%) = %(!q) x Y’ und &(3) = 3: Wegen !$‘“‘= 1 habcn wir gemal3 
[HB. VI. 14.71 sofort F($)=Z(B)x%‘. Daher gilt 3 = F(9) ucd 
C,,(.F)=.F folgt aus [HR. III. 4.2(b)]. 
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(4) Sei 9 = 9/F, !? E Syl,(g) und 2~ Syl,(??). Dann gilt 
[9, g] d C,(2) und [F, 21 d C,(p): 
Fur a~@ ist [T(a), 91 <Kern CI und wegen T(a)99 sogar 
[T(a), 916 ngt g (Kern a)” = : XE. 
Mit [HB, V, 17.111 folgt, da13 1%: T( )I CI eine p- oder q-Potenz ist. Wegen 
Caz d F heiDt dies g < T(a)/F oder $,< T(a)/F, woraus wir [9”, g] < XE 
oder [p, 21~ Xa schliel3en kiinnen. Sei & = {ai ,..., a,}, dann gilt bei 
geeigneter Nummerierung [9, @] < Xni (i= l,..., m) und [p, 9-1 d Xaj 
(i= m + l,..., n). Somit ergibt sich [[F, g], 2]< [fly! 1XX,, 2-3 n 
[9,9] < fly=1 XX,= 1. Analog ist [[F”, 91, g] = 1. 
(5) [[F, 8],9] # 1 und [[9, L?],L?!] # 1: Ware namlich 
[[p, B], g] = 1, so wiirde mit (3) und (4) [F, g] < C,(g)n 
C,(9) A 9’ d Z(Y) n 9’ = 1 folgen. Mit der Bezeichnung 9/F : = L? ergibt 
sich 9’6 C,(9) =.9 und $? ware eine q-Gruppe, im Widerspruch zum 
Satz von Ito ([IS, 6.151). 
(6) BeweisabschluB: Mit dem Brauerschen Perm%ionslemma 
([IS, 6.331) folgt gemal (5) die Existenz % 1 #y E [F, g], welches 
nicht trage ist unter 9, und von 1 # 6 E [9, s], welches nicht trage ist 
unter 9. Wegen (4) gilt [p”, g] n [9,9] dZ(9)nY= 1. Betrachten wir 
nun b := ~6, so ist p E Irr ([S, @] x [9,9]) und T(p) = T(y) n T(6). Dies 
aber fiihrt zum Widerspruch pq 1 1%: T(B)/. 1 
1st im folgenden die Primzahl p besonders ausgezeichnet, soversteht sich 
dies als o.B.d.A.-Formulierung. 
3.3 SATZ. Sei 9 eine PPC(p, q)-Gruppe. Dann sind gleichwertig: 
(a) n(g) = 2. 
(b) 9 ist p-nilpotent mit nilpotentem p-Komplement. 
Beweis. (a) * (b) Sei 9 = d x Fp x 9q die Fittinguntergruppe von 9. 
Nach 1.2(c) ist 319 abelsch und gemal 1.2(a) kiinnen wir 0.B.d.A. 9; = 1 
annehmen. Sei q E Irr(9) ein nicht-linearer Charakter von p-Potenzgrad. 
Dann ist qflr - Cj /zj mit linearen Aj~ Irr($$). Dies zeigt p E Irr(Y/9:), so 
da13 9/F: eme PPC(p)-Gruppe ist (3.2). Gemal 0.7 hat 91.9: eine nor- 
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male, abclsche y-Sylowgruppe .j..:,P:, und Q ist folglich p-nilpotent mit 
nilpotentem p-Komplement % x ..d. 
(b) j (a) Trivial wegen II(%) 3 2. 1 
Gem%fi 3.3 brauchen wir bci unserer Charakterisicrung 2-stufig nilpoten- 
ter PPC( p. y)-Gruppen nur p-nilpotcntc Gruppen mit nilpotcntcm p-Kom- 
plement zu bctrachten. 
Bovcis. Angenommen, es existicrt ein .Y E Z(..i,.):, Z(Y). Folglich glbt es 
ein 1‘ E Y mit r : = [s, J.] # I. Weiterhin gibt es tin x E lrr(. + “) mit z(! ) > i 
und z 4 Kern z. Wiirc dies nicht dcr Fall, so licfcrt jedenfalls die Halbcir.- 
fachhci! van Q;. f die Existenz cincs linearen Charakters i. E lrr(.,l .) mit 
2 4 Kern i. 1st q E lrr(..b^) mitq( 1) > 1. so folgt wcgen 2 E Kern q jedoch dcr 
Widerspruch ryi E Irr(J“) und ZC$ Kcrn(qL). Nach Voraussetzung ist x 
fortsctzbar zu cp E Irr(l). Sind I>, und II,:, die zugehorigcn Darstellungen. 
so gilt 
II,(:) = D,( [A-, J-1) = U,(s) ’ L),,,(J) ’ D,(s) D,,(j,). 
Das Schursche Lemma zcigt wegen x E Z(, I”). da0 l),(s) ein Vi&aches dcr 
idcntischen Abbildung ist, und wir crhalten den Widcrspruch 
ZE Kern x. 1 
3.5. HILFSSATZ. Sei !g zinc PPC(p, y)-Gruppe. 99 = .d. I p-nilpoimt 
nlit nilpofcntem p-Kornpitwent ‘ 1 = % x .d. Dunn gilt: 
(a) [[.,l‘. :/PI, c , (?)I = 1. 
(d) L./( 4)= 2. 
&‘ll.f’i.S. (a) Wcgen 9’ @ X“ ist I.W.:X’g i/.1 n Y’ nicht-abelsch und 
:9:.X” hat gemal 2.6(a) eincn nicht-linearcn irreduziblen Charaktcr von q- 
Potenzgrad. Ware Y!.x einc P/Y’(q)-Gruppc, so hatte Y”.XC nach 0.7 einc 
normalc p-Sylowuntcrgruppe. Daher wgrc ‘9/.X abelsch (1.2(c)). was den 
Widerspruoh 9’ < 9’ < .Y Lur Folge hsttc, 
(b) Mit 3.2 ist t”‘= d’# 1. Sei dahcr cp E Irr(.,t .)tin nicht-linearer 
Charakter van y-PotcnLgrad. Wegen (\.S\. 1,l,‘i)= 1 licfcrt [IHB, V, 17.1 i
und 17.121 die Existcnz tines x E Irr(T(cp)) mit x ,. = cp und z” E Irr(,Y). 
Daher gilt T(q) = Y und cp ist fortsetzbar nach !$. Mit 3.4 folgt 
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Z(N) <Z(g); insbesondere ist & zentral in 99 und spaltet daher direkt ab 
(Zassenhaus [HB, I, 18.1 I). Wir wahlen nun einen minimalen Normalteiler 
J# von 9 mit J& <LT. Dann gilt 4? <Z(2?) d Z(g), insbesondere also 
&! < C,(Y). 1st ~4! < 9’, so zeigt (a), da13 9/~%’ wieder eine PPC(p, q)- 
Gruppe ist. Per Induktion operiert 9 bereits trivial uf (2/A)‘, was wegen 
(191, 191) = 1 sofort 9’< C,(Y) erzwingt. 
(c) Die Aussage folgt wegen [[Y’, C,(Y)], J-1 = 1 und 
[[C,(S), J”], Y] < [N’, 9]= 1 mit dem Dreiuntergruppenlemma 
([HB, III, 1.101). 
(d) GemaD (b) sei 0.B.d.A. d = 1. Setzen wir q := C,(Y) und 
X := [9, Y], so liefert (c) [X, U] = 1. Wegen (191, /9/)= 1 haben wir 
aul3erdem 9 = X * %? (Kurzweil [ 18, VII, 7.121). Wir zeigen cl(X) < 2 und 
cl(%) < 2. Dann namlich folgt 9’ = X’%” < Z(X) Z(%‘) < Z(9), was wegen 
9’ # 1 (3.2) c/(9) = 2 erzwingt. 
(1) Es gilt mit (b) [[Y, 9],9!] = 1 und [ [9,9’], 91 d [IT, 9]= 1. 
Daher liefert das Dreiuntergruppenlemma [X, X’] 6 [ [.Y’, L?], 9’1 = 1, 
d.h. X’ .$ Z(X). 
(2) Setzen wir 9 := X nV, so gilt 9 < Z(3Y)n Z(V). Wegen 
$Y=X..Y.%? sieht man aul3erdem gg(X.9 x%)/9* mit 9* = 
((d, d-l) / d&J}. E s ist XYdY und somit ist X9/9 eine PPC-Gruppe. 
Ware X9/9 abelsch oder eine PPC(q)-Gruppe, so ware X9’/9 q- 
nilpotent und Y wiirde trivial uf X/9 operieren. Wegen 9 <q erhalten 
wir dann den Widerspruch X < %‘. Diese Feststellung erlaubt es, einen 
nicht-linearen p-Potenzcharakter $ E Irr(XB/9) herzunehmen. Sei 
weiterhin 8E Irr(q/9) ein beliebiger Charakter der q-Gruppe ‘%‘/9. Dann 
ist I,+!& E Irr((XB x %?)/9*) und I@( 1) E cd(g), was f3( 1) = 1 zur Folge hat. 
Hiermit ist such %?’ d 9 < Z(W) bewiesen. 1 
Wir kijnnen nun abschliebend ie angestrebte Charakterisierung der 
2-stulig nilpotenten PPC(p, q)-Gruppen angeben: 
3.4. SATZ. Sei 9 = 9. M p-nilpotent mit nilpotentem p-Komplement M. 
Dann sind gleichwertig: 
(a) 9 ist eine PPC(p, q)-Gruppe. 
(b) Es ist 9’= 1. Weiterhin gilt mit der Bezeichnung 9 E Syl,(g): 
~=s!~xsd, C,(Y)#l und cl(9) =2. AuJerdem ist Z($K/X) d 
Z(Z?P/X) fir alle X9$9 mit 9’ sf X. 
Beweis. (a) 3 (b) Folgt mit 1.2 und 3.5. 
(b)+(a) 0.B.d.A. sei d = 1. GemaB 2.6(b) reicht der Nachweis der 
PPC-Eigenschaft von 9. Sei also x E Irr(9). 1st 9’ <Kern II, so folgt mit 
dem Satz von Ito x( 1) 1 [9/J!’ : 5?/9’I = /Y/ and wir sind fertig. Wir konnen 
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daher 9’ g Kern x annehmen. Da sich Voraussctzung (b) (bis auf 
Trivialftille) auf q/Kern i: vererbt, sei 0.B.d.A. ,y trcu. Vermijge dcs Clif- 
fordschen Satzes legen wir folgende Bezeichnungen fest: 
zJ=c x II/,: II/,EIrr($). $,(l)>l, $=li/] und f=:FI:T($)i. 
I- I 
Wiirc II/ nicht true, so ware 1 # Kern $ n Z( 9) <Z(Y) und die Y-Kon- 
jugiertheit der I/I$ liefcrt den Widerspruch Kern n Z(J) < Kern x = 1. Es 
gilt daher tiL,,, = $( I ) A x mit cinem treuen x E d( 2). Zu x E .Y’.Z( 4) gibt es 
ein J’E % mit [s, y] f I und 9’ 6 Z(2) licfcrt die Aussage $(s) = t,+(x’) = 
$C.u 1 Z( [.Y. ,I.])~ woraus G(x) = 0 folgt. 
(I) 1st go?? und h~Z(1), so foigt $(I?) = q(h) (wegcn 
Z(2) < Z(Y)). 1st andcrerseits /ZE J’,..Z(9), so such P$Z(,i) und cs giit 
g(h) = 0 = t)(P). Also ist I = 1: d.h. x, = eq. 
(2) Nach [HB, V: 17.12(a)] gibt es wcgen (.4!. I:‘;)= I ein 
(.~~lrr(!$) mit q_,=cc/. Andcrcrseits gilt gem20 [HB. V. 17.19(d)! 
l = (pi mit i. E Irr(B!4). Wcgen 9’ = 1 ist ;.( 1) = I und q9( I) = 
l( I ) = c$( I ) = q( 1). Insgcsamt folgt P = 1. x-, = $ E Irr( 9 1 und z bcsitzt y- 
Potenqrad. 1 
p”’ 
:. 
4 
4’ 
Gilt [- 1‘:; J . 9::. I ‘1 # I und [Y”, .,I’:‘9 1# I, so fdgt p 1 y -.- I. 
f?e~~~is. 13ctrachten wir die Zassenhaus-Zerlegung 
% -= C, (. r”!%‘.) x [Y/Y.: -,4“:‘$“]. so konncn wir tin iN _a 3 mit 
C, (.N,I’~ .)< & < 9’ derart wtihlen, da0 P“.!+ ein Hauptfaktor in ?? ist. Mit 
2.6(b) ist <g : = !4:4! einc PPC(p. q)-Gruppc und I’: %“ opcriert irrcduzibel 
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auf ,F = ,V’/%? (2.4). Setzen wir Xl”+‘. := C,, ., V( YT). so gilt .$“-_a3 und 
.%?’ = 1. Insbesondcre folgt [.,1,/X, 9/. !1“] # 1 (3.2). Andercrseits ist die 
abelsche Gruppc .11 r’K zvklisch da sie treu und irreduzibcl auf a operiert. ;c
Dies letztlich erzwingt p [ IAut(3~“/.X.)I = q”‘(q - I), also p ) q - I. 1 
Gilt [ .V;/L(+ ,. TL , /.( ’/,I # 1 (i = I. 2, 3), so ist 3 kcinc PPC-Gruppe. 
Beweis. Angenommen, 93 ware eine PPC-Gruppe. Dann folgt mit 1.2, 
da0 such 9/L?, und ‘1’ ’ I PPC-Gruppen sind. Nun liefert 4.1 den 
Widerspruchplq-I undq!p-I. 1 
Wir geben nun das erstc Hauptergcbnis dcr vorliegendcn Arbeit an: 
4.3. KATZ. Sei 9 eine PPC(p, q)-Gruppe, rtobei o.B.d.A 19 : Op.y(9)l >, 
13 : Ori.p(%)j gelte. Dunn hat 3 eine der folS~enden Normalreihen: 
(i 1 (ii) 
- Y T 
:. ahelsch :. P P 
( oq:q t 
:. 
4 
L OP.Y(ej) ’ 
KIusse < 2 q’ . ’ 
I 
I 
=.dx.“P p”’ 
__ 
T 
mit einer ahelschen p-Gruppe9. 
9 
ahdsch 
O”(3) 
abelsch 
op,yq 
Klasse = 2 
opy 9) 
i ) =.dxd 
mit einer ahelschen q-Gruppe 9. 
Hierbei ist 01’(%) rim 
PPC( p, q)-Gruppe. 
Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung ,Y := O”(9) und .,L! : = Op.rl(%). 
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Dann ist .d < .,LZ, g/N ist abelsch und wegen j9 : 
ist 9/J nicht nilpotent. Mit dem Satz von Clifford folgt weiterhin, da8 .N 
nicht-linearc irreduzible q-Potenzcharaktere b sitzt. 
(1) Wir nehmen zunachst an, daB .JV eine PPC(q)-Gruppe ist. 
Gem% 0.7 ist .N daher q-nilpotent mit normalem, abelschen q- 
plement J2 = Oy(N). Insbesondere gilt &? = d x 9 tit 9~ Syl 
Auberdem ist 914 eine PPC(p)-oder PPC(p, q)-Gruppe, da sonst 9/A 
nilpotent ware. Mit 0.7 bzw. 3.5(d) folgt cl(J(T/&) 6 2 und es hegt Fall (i) 
var. 
(2) Wir kiinnen daher annehmen, da13 JV eine PPC(p, q)-Gruppe ist. 
Dann ist JV/JY abelsch, JZ besitzt nit 
Potenzcharaktere und d < JZ. Wir setzen “2! := 
eine PPC(p)-Gruppe, so ist J&T’ p-nilpotent mit normalem, abelschen p- 
Komplement ult = & x 9. Weiterhin ist .Af/% keine PP~(p)-~~~~pe~ sonst 
ware namhch Jlrl% nilpotent und N ware metabelsch, entgegen 3.2. 
Gemab 0.7 bzw. 3.5(d) ist daher cl(~&‘/%) < 2. Ware aber (A/%)’ = 1, so 
ware mit 4.2 [Q, &‘/a] = 1 und 0.7 liefert den Widerspruch, dalJ JV” eine 
BBC(q)-Gruppe ist. Insgesamt liegt jetzt Fall (ii) vor. 
A! eine PPC(p, q)-Gruppe. Dann ist ,tiJ?Z! abelsc 
T 9 
:. 
P i abelsch 
4-Y 
:. 4 ~ abelsch 
t Ai? :. 
P ~ abelsch 
I 
%! 
:. 4 abelsch 
!v 
Wir wahlen VSY, d < V < % derart, dab a/V ein Hauptfaktor in Y ist. 
Wegen UI;! = @‘(A) ist a/Y+ eine q-Gruppe und wcgen I;/ = O’l(- V) 
operiert J&‘/Q! nicht-trivial aufe/V. Dann aber hefert 4.2, da8 <g/y” keine 
PPC-Gruppe sein kann und (3) ist zum Widerspruch gefiihrt. 1
Aus 3.1, 3.2 und 4.3 erhalten wir schlieblich folgendcs 
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4.4. KOROLLAR. Sei 3 eine PPC(p, q)-Gruppe. Dunn gilt: 
(a) 3 G&(9) < 5. 
(b) 2 6 n(9) d 4. 
Wie die nachfolgenden Beispiele z igen, sind die Abschatzungen in 4.4 in 
der Tat scharf. Die Allgemeinheit, in der wir einige Konstruktionen 
durchfiihren, wird fiir die Betrachtungen in $5 und 86 niitzlich sein. 
4.5. BEISPIELE. (a) Es seien p, q, r Primzahlen und m eine nicht- 
negative ganze Zahl, welche die Beziehungen p j m and q = (rm - 1 )/ 
(r(m’p) - 1) erfiillen. Weiterhin sei 9 die additive Gruppe von GF(r”), 
t E GF(F)” ein Element der Ordnung q und o~Gal(Gf;(r”)/GF(r)) ein 
Element der Ordnung p. Wir setzen 
2 := {h, 1 hJa) = 5’. d(a) fur alle aE GF(r”); 
i=o )...) q-l;j=O )...) p-l}. 
Dann hat das semidirekte Produkt Y : = 9. X folgende Normalreihe 
und es gilt dZ(Y) = n(9) = 3. Mit Isaacs-Passman [16] folgt 
cd(~)={l,p,q}.(Etwafiirr=2,q=31undp=m=5siehtmandiesauch 
ganz elementar.) 
(b) Es sei JV = SL(2, 3). Dann hat JV folgende Normalreihe: 
Jv 
3 T 
Q8 = Quaternionengruppe der Ordnung 8 
(222) 
Z(Q,) 
2 
Weiterhin gilt dZ(Jlr) = 3, n(J) = 2 und cd(N) = { 1, 2, 3). 
(c) Sei wiederum JV = X(2, 3) %? eine abelsche 2-Gruppe und 
~8 < +J? vom Index 2. Weiterhin operiere L&!J trivial auf J” und U/W mache 
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denselben Automorphismus auf ~,,1’, welcher die SL(2, 3) zur GL(2, 3) 
erweitert. Dann ist .X x .?8 ein Normalteiler von Y : = 1”. v vom Index 2 
und es gilt dl($)=4 und n(Y)= 3. 
Wir berechnen die Charaktergrade von 5?. Sei dazu in .g und CD E Irr(..j4‘) 
der einzige Charakter von ./t’ vom Grad 3. Dann ist (pi trage unter 9, so 
daI3 wir auf diesc Wcise 2. 1.91 Charaktcrc von :4’ vom Grad 3 erhaiton. 
Von den drci verschiedenen Charakteren von ,t’ vom Grad 2 bieibt genau 
einer fix untcr 9. wir konnen daher 2.1.%9 Charaktere vom Grad 2 und i.MI 
Charaktere vom Grad 4 konstruieren. Weiterhin liefcrn die drei linearen 
Charaktere von J+~ genau ;tii Charaktere von 9 vom Grad 2 und 2. /%/ 
vom Grad 1. Wegen 
habcn wir ccf(%) = { 1, 2, 22, 3 1 gczcigt. 
(d) Sei P- der Standardmodul zur GL(2, 3). In der Bezeichnung von 
(c) operierc .‘A trivial auf Y” und <g/82 GL(2, 3) operiere in natiirlichcr 
Weise auf F’. Wir sctzen .F := 6”’ F?~ dann ist 7’ x 99 .#. 
;//;.‘(Y‘x.$)zGL(2,3), d/(%)-5 und n(.H‘)=4. 
Zur Berechnung der Charaktergradc von .# wlhlen wir I # 11 E “#-.. Man 
zcigt zunachst leicht. dab T(p),/( P-x .&)g.S, gilt. (Dabei ist .SJ die sym- 
metrische Gruppc auf 3 Ziffern.) 1st /I E8, dann gilt T(p/.) = T(p) und ~6. 
ist fortsctzbar zum vollen Urbild einer 2- und einer 3-Sylowgruppe von 
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T(,LL)/(~ x L%). GemaD [IS, 11.311 gibt es daher ein a~Irr(T(p)) mit 
(TV X9=$. Nun aber liefert [HB, V, 17.11 und 17.121: 
W) T(~)=(pl.+4Z$o+2~,a mit Irr(S,)= {vl, v2, (~~1, 
((~~0.)~ E Irr(X) und kvJ)~ # (qDp)* fur i#j. 
Natiirlich sind die so konstruierten irreduziblen Charaktere von X 
unterschiedlich fur verschiedene /? E@ und es gilt Y & Kern(qio)“. 
Beachtet man nun JlrlY~‘9 und 
so folgt cd(X) = { 1,2,2*, 23, 24, 3). 
(e) Sei q = 2” + 1 eine Fermatsche Primzahl, sei weiterhin 
9” = GF(2), 9 = GF(22m) und 0 eine primitive q-te Einheitswurzel in9. 
Dann ist 9 = X(0). Es sei aul3erdem a~5 der Automorphismus von 9 
der Ordnung 2 (d.h. li= a2”) und wir wahlen ein SE 9 mit tr,,,(s) = 1. 
Auf 9 : = 9 x X delinieren wir eine Operation durch 
(a,, &I. (a,, b2) = (0, + a2, bl + b2 + tr,,Aw a211 (a,~ P’, bi6 X). 
Dann liefert Hall-Higman [S]: LY’ ist eine extraspezielle 2-Gruppe der 
Ordnung 22m+ ’ mit Z(P) = { (0, b) I b E X}. Weiterhin is 7-r mit 
TC(U, b) = (@a, b) 
wegen OB = Oq = 1 ein Automorphismus von 9 der Ordnung q, welcher 
irreduzibel und fixpunktfrei auf S/Z(.P) operiert. 
Wir definieren nun auljerdem p durch 
p(a, b) = (ii, b + tr(sati)). 
Durch leichte Rechnung verifiziert man p E Aut(Y), p2 = 1 und rep = rc ~‘. 
Daher ist X : = (n; )(p ) eine nicht-abelsche Untergruppe von Aut(9) der 
Ordnung 2q und das semidirekte Produkt 99 : = 9’. 2 hat folgende Nor- 
malreihe: 
- 9 
2 
-- Jv- i 
z<(P) 
4 
/ 
g(n) 
~~ 9 
2*” 
-- Z(Y) = Z(%?) 
2 
Urn zu zeigcn, dafj ‘9 eine PPC(2, q)-Gruppe ist, wahlen wir x E Irr(Y). Sei 
zucrst Z(3) @ Kern x. Dann liefcrt der Satz von Clifford 
%I = 1 ti: mit 1 <.i< 2: $, E Irr(. 1‘) und a.(.P) @ Kern 11;. 
Da (ri) lixpunktfrei auf Y!Z(.B) opcriert. erywingt [I-IS. V. 17.13 ] sofort 
I)?;( 1 )= 2”’ und wir erhalten z( I)=2”’ oder ~(1 )= 2”‘- ‘. Sei nun 
Z(Y) 6 Kern x, d.h. x E Irr(Y/Z(.b)). Wir wcnden lsaacs Passman [ 161 an. 
Da (n) irrcduxibel auf :9/Z(9) operiert. miisscn wir nur die in 
Thcorcm 6.1 angegebcne Primzahlbczichung (mit r = 17 = 2) vcrifizicrcn. 
namlich 
Somit ist cd(!f?/Z(,/P)) = ( 1, 2, q i bewiesen. 
(f) Es sci nun Y = GF(26) und 0 einc primitive 32-te Einheitswurzci 
in .Y. Die Konstruktion aus (e) ist such in dieser Situation durchfiihrbar 
und indem wir die dortigcn Bczcichnungen bcnutzcn. untersuchen wlr die 
Charaktcrgrade von ‘4. 1st ZE Irr(Y) und Z(.9) & Kern z. so folgt wie in 
(c) z( 1) = 2’ odcr z( 1) = 24. Wir konstruieren nun die Charaktergrade van 
d := CijZ(:P) mit e&r Mcthode, welchc wir such in (c) hatten benutzen 
konnen. Wegen :‘<,>) = GF(2)(p) @ ‘..,y@GF(2)(p) (vgl. 5.7) f0lgJ 
zunachst s = 3 und dim,;q2, C,>( (y )) = s = 3. Da rr fixpunktfrei auf .3 
opericrt (2.2(b)), so cxistiert zu jcdem 1 #i. E .? hochstens tin 
d E (.W, = (L)), .#, ,.... #,) = Sylz(!gi.Y’) mit .% < C,+ .(j.). Daher ergibt sich 
Sind i, . . . . . j.? Vertreter der (n)-Bahnen auf .%, I. so haben wir vcrmiige 
obiger Gleichung IY : ‘r(j.,)l = 9 gczcigt und jedes i, liefert 2 Charaktcre 
von Y vom Grad 9. Beachten wir weiterhin, da13 die Frobeniusgruppe :$;.Y 
gcnau 2 linearc Charaktere und (9 - I)::2 Charaktcre vom Grad 2 hesitrt. 
so crgibt sich aus 
dal3 ?? auher 2-Potenzcharaktcrcn nur noch solche vom Grad 3? besitzt. 
Zum AbschluB dicscs Paragraphen beweisen wir noch ein Resultat, das 
im Gcgcnsatz zu 4.3 die Operation von 9 auf .nl bcriicksichtigt. 
4.6. SATZ. Sei Y rhw PPC( p, q)-Grupp. 
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(b) Zst [J%‘, 91 # 1, so gilt mit den Bezeichnungen uus 4.3 
im Fall (i )9’ = 1 urzd 
im Fall (ii) 2= 1. 
Beweis. (a) Die Aussage folgt mit dcm Satz von Zasscnhaus ([HB, I, 
18.11). 
(b) Wir setzen Jr = Op(~9), .M = Op.y(9) und betrachten zuerst den 
Fall (i). Angenommen 9’ # 1. Nach Voraussctzung ibt es tin 1 # ). E -2 mit 
T(i) < 9. Ware 1% : T(i.)l eine p-Potenz, so ware ~1“ 6 To.). Fi.ir n E .@ folgt 
wegen T(in) = T(i.) n T(x) sofort such JY < T(x), so da13 .,lr/.,#Y auf9 
trivial opcricrcn wiirdc, im Widcrspruch zu .n’” = Op(9). GemaB [HB, V, 
17.111 ist I9:T(i)l daher eine q-Potenz. Wegen (I&l, I+?/‘l.d/)=l gibt es 
eine Fortsetzung 2 E Irr(T(i)) von i. und es gilt: - jwT(j.J - 
~~oc,rr,.r(i,:,d,~(l)~~ ([HB, V, 17.121). Aus (?~)~~Irr(g) ffir alle 
cp E Irr(T(i.)/.&‘) wicdcrum folgt, dal3 T(i)/& abelsch oder eine PPC(q)- 
Gruppe sein mu& In jedem Fallc sind die Sylow-p-Untergruppen von 
T(i)/,& und damit diejenigcn von %/,d abelsch. Der Satz von 
Hall-Higman ([HB, VI, 6.61) erzwingt, daI3 Y/&’ von p-Lange 1 ist. Nach 
Voraussctzung besitzt ??i.& q-Lange 1, was n(g/,d) = 2 zur Folge hat. 
GemlB 3.3 ist 9/.x1’ p- bzw. q-nilpotent, so da!3 9 # 1 widerlegt ist. 
Wir wcndcn uns Fall (ii) zu. Ware [.&‘, .,X1 = 1, so hatte 9 eine nicht- 
abelsche q’-Faktorgruppe, im Widerspruch zu 1.2(b). Folglich ist 
[&. J’“] # 1, und die Betrachtungen in Fall (i) auf die PPC(p, q)-Gruppe 
~1’ angewandt liefern 9 = 1. 1 
5. PPc(p, q)-GRUPPEN VON STUFE 4 
Urn in 46 die PPC(p, q)-Gruppen von Stufe 5 klassilizieren zu konnen, 
erweist es sich als zweckmabig, zuerst solche von Stufe 4 zu untersuchen. 
Hicrbci wcrdcn sich starke Einschrankungen fiir die Struktur der Gruppen 
und fur die Primzahlen p und q ergeben. Wir beweisen zunachst als 
Folgerung aus 4.3: 
5.1. SATZ. Sei B eine PPC(p, q)-Gruppe mit dl(%) = 4. Dunn tritt einer 
der drei folgenden Fiille aufi 
(i ) 9 hesitzt folgende Normalreihe: 
1 9 
:. 
P 
I ,A/” 
ahelsch Hierbei gilt 
[(Jv~.AY)/z(A~/.hq, %/,V] # 1 
:. 
4 Klu.s.sc~ 2 und [AZ’, (Jr/A’)‘] # 1. 
.A? = d 
{P? 4)’ ahelsch 
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(ii) Es gilt 3 = 2 x d mit einer {p, q}-Gruppe 2, welche folgende 
Normalreihe hat: 
2-e 
:. 
P abelsch AuJerdem ist 
Jf L-(JV/A)IZ(JVIA), X/Ml # 1 ma :. 
9 Klasse 2 II&, (Jlrl-4’1 f 1. 
A? 
:. 
P abelsch 
(iii) Es gilt 3 = 2 x ;r4 mit einer {p, q)-Gruppe 3, welche folgende 
Normalreihe besitzt: 
P T 
24F 
:. abelsch Weiterhin ist 
Jv” [A’“/&, A?/JV] # 1 und 
:. 9 
I 
abelsch CA/Z(Jw, J-IAl # 1. 
.A? 
:. P Klasse 2
Beweis. Sei zuerst $9 vom Typ 4.3(i). Beriicksichtigt man 4.6 und 
beachtet man weiterhin, dab dl(99) = 4 notwendig c~(O~(~)/O~~~(~)) = 2 
und die Nichttrivialitat der angegebenen Kommutatoren impliziert, so hegt 
5.1(i) bzw. (ii) vor. 
Sei also 9 vom Typ 4.3(ii). Wir setzen Jf = Qp(9?), J& = 
v = op~ycq. 
Betrachten wir nun den Fall [-al, C!?] = I, so k&men wir gamaB 4.6 
0.B.d.A. d = I annehmen. Nun ist 9” < ~$2 und c%?/c~~ i 
nilpotent (3.2). Somit impliziert die minimale Wahl von J?’ 
J& = Y’, insbesondere also k”’ = 1. Da J$‘/M’ notwendig eine p-Gruppe 
ist, gilt J?” = V x Y mit 9’ E Syl,(JZ’). Die Anwendung von 4.2 auf B/Y 
hefert schlieblich V = 1 und es liegt Fall S.l(iii) vor. 
P” 
.’ 
4 
P” 
fP> 43 
3 
abelsch 
dlf 
abelsch 
I 
At! 
Klasse 2 
Y-=d=[d,cq 
abelsch 
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Wir fiihren letzlich [I&, 91 # 1 zum Widcrspruch. Nach 4.6 ist 2 = 1 und 
wir k&men unter Bcachtung von .d= [&‘, S] x C,,(B) sofort 
V = .c-/’ = [.E/, !1;] # 1 annchmen. Ware 59 : = C,,(.L/.&‘) # 1. dann miil3te 
nach 1.2(b) .A’“/,& trivial auf ‘8 operieren. Mit dem gleichen Argument 
opcricrt dann such %/Jr trivial auf +T? und es folgt der Widerspruch 
1 # %‘< C,,J(B). Daher ist s/” 6 ./&Y’ und es gilt .k’= ,crl x Sp mit 
Y’ E Syl,(./+“). Wenden wir nun 4.2 auf Y/9’ an, so folgt der angestrebte 
Widcrspruch. 1 
5.2. BEZEICHNLNG. Wir betrachten in den nachfolgcnden Hilfssitzen 
einc PPC-Gruppe Y mit folgender Normalrcihc: 
1 
re :. 
P abelsch 
I N 
:. 
4 Klasse d 2 
V“ 
f. abclsch 
Dabei sei r tine Primzahl mit r # y. Wir setzen 2 = ,+‘/V, X = (g/Y, 
9’ E Syl,(.R), .%” = GF(r) und fordern weiterhin, dal3 weder ,R noch J+’ 
nilpotent ist. 
5.3. HILFSSATZ. Die Gruppe Y erfille die Voraussetzungen aus 5.2. Set- 
zen wir .9$/Y‘ = C,(Y), so ist :# = Y x %(, mit .%J E Syl,(.%) und 
9 : = Cg/(C, (9) x .:‘R,,) erfiillt rhenfalls die Voruussetzungen aus 5.2. 
Beiteis. Y bcsitzt folgende Normalrcihc: 
abclsch 
..A ^ 
K lassc d 2 
d 
abelsch 
1 C,.(9) x :%$ 
Wcgen [[V“,2],&J = [U’.9]#! bleibt nur noch [J&,9]= 1 zu 
widerlegen. 1st zusitzlich 9 abclsch, so wire Y/.%’ und :% abelsch, im 
Widcrspruch zu 3.2. Sci also c&2) = 2; dann w&e n(9) =2 and 3.3 und 
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1.2(c) zcigcn, da13 9 p-nilpotcnt ware mit nilpotentem p-Komplcmcnt. 
Somit wiirde die Nilpotenz von 1’” folgen. womit schlieblich [%? 9’1 # 1 
bewiesen ist. 1 
Wl>itcrhin sci I/.d und .1 nicht nilpotent. Dunn ist [.d? 31 tine r-Gruppr 
fiir- eke Primxhl p # r # q. 
&w,ei.r. (a) Sei 9 ein minimales Gcgcnbcispicl. 
(0) Zunachst ist klar, da13 folgendes gilt: a(%‘.) = 1. %“= [,Y’. -1’3, 
.9 ist zyklisch und %“ = ,Y’; x “Yi mit unzerlegbaren XX-Moduln %‘;. 
(I) Mit Hilfe von 5.3 sicht man aufierdem , da0 .B treu auf i,‘ 
opcricrt. 
(2) Jcdcs ;.,E %‘; ist fortsetzbar zu 2i~ Irr(T(i,)) (i= 1. 2): Sci 
i = i, E Y-is,:, dann ist i. in trivialer Weise fortsetrbar zu ,J. E %:’ = ,Y’3; x %‘;. 
Wcgen i’f q und wcgcn .9 zyklisch konnen wir i, fortsetzen zum vollcn 
Lrbild einer q- und cincr p-Sylowgruppe von T(i.);%“. Somit ist gemaD [IS. 
11.311 der Charakter i fortsetzbar nach T(L). 
(3) Wir wahlen j.,E p; mit T(i.;) < 9 ([lS, 6.331). Dann ist T(i,)i% ,’ 
abclsch oder einc PPC(q)-Gruppe (i = 1, 2): Sci wiederum iv = i., E %<;. Dann 
liefcrt IHR. V. 17.1 I und 17.123 wcgcn (2) 
j.T(/.I _ - C z(l)xZ und (xi)” E Irr(Y). 
, c IdTO J 1.) 
Mit 2.3 ist I!!?: T(i), tine echte q-Potenz und vvir erhaltcn fur ailc 
x E Irr(T(i):‘%‘;) die Aussage q 1x( 1). 19’ : T(i.)! = (z:)“( 1). Daher ist 
notwendig I( 1) eine y-Potcnz. 
(4) Bewcisabschlub: Gem113 2.3 existiert .2;% = .<, E Syl,(.#) mit 
.$, < T(i, i2): Y -. 
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Wegen T(1,1,) = T(A,) nT(1,) folgt somit L@ < T(&) (i= 1,2). Nach (3) 
und 0.7 ist T(;1,)/< q-nilpotent mit normalem, abelschen q-Komplement 
.!?/Yi. Insbesondere operiert .!Z$ trivial uf “y;. Da analog Y0 trivial uf Yi 
operiert, erhalten wir YObCc,(-Y; x YQ. Mit (1) ergibt sich 
g0 = C,(Y)9 %, was den Widerspruch [Z!, YO] = 1 zur Folge hat. 
(b) Sei ?? ein minimales Gegenbeispiel. 
(1) Wir konnen d = [&, $?I, S/X zyklisch, d = d,, x ZZ$ mit 
Primarkomponenten ,$, # 1 # drZ und C,(d) = 1 annehmen. 
(2) Jedes Lie Jr, ist fortsetzbar nach T(&) (i= 1, 2): Dies ist trivial 
wwn (1~41, IT(~i)l4;l) = 1. 
Nun ergibt sich wie unter (a)(3) und (4) der gesuchte Widerspruch. 1 
5.5. HILFSSATZ. Die Gruppe 9 erftille di Voraussetzungen aus 5.2. Dunn 
sind ale irreduziblen XSKompositionsfaktoren von [Y, 91 isomorph. 
Beweis. 0.B.d.A. sei ‘Y = [Y, 21. Wir zerlegen Y = Y1 @ . . . 0 K in 
unzerlegbare Z%Moduln K. Dabei gilt gemal [HB, VIII, 5.9 und 5.101 
mit einem irreduziblen X%Modul di und Q(Y) = a1 0 . . . 0 et. Nach 
5.4 ist auQerdem Y/@(Y) ein unzerlegbarer XX-Modul. Im Falle r #p ist 
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daher Y/@(V) sogar irreduzibel a s XSModul ( 
Falle Y =p erzwingt die p-Nilpotenz von %’ gemal 
mit einem irreduziblen XX-Modul &‘. Wegen [Y/X, 21 # 1 impliziert 
2.4 die Irreduzibilittit von J?’ als XL&Modul und der Satz von Jor- 
dan-Holder liefert J&’ E L!& (i = l,..., t). 
5.6. HILSSATZ. Die Gruppe $9 erfiille die Voraussetzungen aus 5.2. 
(a) Ist aujlerdem Z? abelsch, so ist [Y, Z?] irreduzibel als X9-Modui 
und es gilt 
(b) Wir setzen 3= S?/C,( [Y, 91). Ist cl(3) = 2 und operiert 9 
irreduzibel auf i?/Z(g), so ist [+‘“, Z?] irreduzibel als X5?-Modul. 
Beweis. Wir untersuchen (a) und (b) gemeinsam und zeigen gem563 2.4 
die Irreduzibilitat von [Y, Z!] als XX-Modul. Angenommen, diese 
Behauptung ware falsch, dann gibt es such ein Gegenbeispiel 9 mit XX- 
Lange von [-Y^, Z?] gleich 2. Vermoge 5.3 kiinnen wir sofort Y = [Y, Z?] 
un C,(Y) = 1 annehmen. Sei weiterhin JZ der Typ des einzigen XZ?-Kom- 
positionsfaktors von -Y (5.5). 
(1) Es gilt 
TV 
i 
mit einem irreduziblen X.X- 
rJv und J$,r&: 
X 
i 
ZJtf 
Ist @(-Y) = 1, so liefert die Unzerlegbarkeit von Y als XZ-Modul (5.4) 
zuerst r =p und dann gemal [HB, VII, 14.91, da13 beide XX-Kom- 
positionsfaktoren von Y isomorph sind, etwa zu N. Ist dagegen 
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Q(V) # 1, so sind notwendig Q(V) =0,(Y) = KI,(Y’“) und V/@(V) 
irreduzibel. Die Abbildung XHX~ (xEV) zeigt, daI3 Q(V) und V/@(Y) 
isomorph zum gieichen irreduziblen XX-Modul N sind. Mit 2.4 ergibt 
sich in jedem Falle NX, r J&‘. 
(2) Aus (1) erhalten wir, dalj im Fall (a) die Gruppe’ 9 und im Fall 
(b) Z(2) fixpunktfrei auf J?’ operiert. Mit 2.5(a) operiert dann in jedem 
Fall 9 fixpunktfrei auf J# und gemal. 2.2(b) such auf p und (V&?). 
(3) Zu jedem 1 # 1~ p existiert genau ein PO~ Syl,(X) mit 
P0 6 T(I)/Y: Die Existenz von P0 steht bereits in 2.3. Gabe es noch eine 
weitere, etwa 8j # PO, so wiirde P0 < (PO, 3) < T(A))/V folgen und wir 
hatten ein 1 #g E $ mit ilg = J. gefunden, im Widerspruch zu (2). 
(4) Wir betrachten die Mengen 
und 
A,= ((49) I l#II~(~~),~~syl~(X),~~c~(~)} 
Zur Abkiirzung setzen wir IJ&I =rb (was I”@ =r2b und I*1 = rb zur 
Folge hat), IC,(LP)l = rc und IC~~I(P)l = rd; insbesondere gilt also d< c. 
Wir zahlen A, und A, auf zwei Weisen ab und erhalten mit (3) 
ISyl,(X)l (r”- 1) = IAll = c ISyl,,(C,(L))l = rzb- 1 
l#AEQ 
und 
lS~l,(~)l (f- 1) = IAd = XA ls~l,W&))l =rb - 1. 
l#lE(~/~) 
Hieraus folgt rc- 1 = (rd- l)(r6 + 1) und somit rCpd=rb-rbed+ 1. Ware 
c> d, soxre b = d, da sonst r I 1 gelten wiirde. DiesAzwingt 
.Y<C,(V/X) und (2) liefert den Widerspruch 9= C,(‘Y/%)d%. 
Daher ist doch c = d und der Widerspruch r 2b = rb zeigt abschlieoend, a13 
[V, 91 ein irreduzibler XL&Modul ist. 
(5) Zu beweisen bleibt schlieDiich noch die in (a) behauptete 
Gleichung. Unter Beibehaltung von 9’” = [V, 91 und C,(V) = 1 liefert 
nun die Abzahling aus (4) ISyl,(%)l (IC,(P)l - 1) = IV1 - 1. Da 9 treu 
und irreduzibel auf V operiert, ist 9 zyklisch. Wegen O,(X) = C,(9) ist 
daher &?/O,(P) eine Frobeniusgruppe und es folgt ISyl,(X)l =
ISyl,(%/O,(&?))( = 191. Dies letztlich zeigt die Giiltigkeit der Gleichung 
aus (a). 1 
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5.1. HIIISSATZ. Es sri 9 = 9. .4 eine Frobeniusyruppe; dabei sei der 
Frohcniuskern 9 eine uhelsche y-Gruppe, das Komplement 9 rine uhel.whc p- 
Gruppe. Wir setxn .f = GF(p). Es sei weiterhin Y“ tin irreduzihler .%.!9- 
:Modul. uuf’ dem 9 nicht-trisiul opericrt. Dunn gilt rf i, j z .X.4 G . .,( @ .W‘./P 
mit c~inr: nicht-negaticen gcmzcn Zahl s. 
Herrcis. Wir bezeichnen mit Y’ den algcbraischen AbschluW von .X‘. Sei 
,/i,(i= !..... (: II .- 1)/191) ein Vertretcrsystem der ;/P-Klassen von nicht- 
trivialen, lrrcduziblen .Y9-Moduln. Dann sind die JIM irrcduzibel und 
vcrschieden ([HB, VII, 9.61). Durch Abzahlen dcr p’-Klassen von Y ergibt 
sich. daD die ,lly zusammen mit dcm trivialen Y’Y-Modui samt!ichc 
irreduLiblcn Y’Y-Moduln darstellen ([HB, VII. 3.91). Nun gilt 
Y 0 .+ Y = ‘Y , @ ... @ “r,; mit irreduziblcn Y(‘l-Moduln Y’i. welche 
aigebraisch konjugiert sind; insbesondcrc opericrt 9 auf allen $; nicht- 
trivial. Hei geeignctcr Nummericrung kiinnen \vir semi! % - a y YZ 
;//f @J .. @ ..P!,’ annehmen. Wegcn Y = .3./P und 4 .c: .4 = ! liefert dcr Satr 
van Mackey ([HD, V. 16.9] ): 
Yvfit dcm Satz von Dcuring Noether ([HB? VII. 1.223) ergibt sich das 
gcwiinschte Kcsultat ,,‘/i$ z X.9 @ . ., @ X9’. 1 
Nach dicscn Vorbercitungen beweisen wir als erstcs Hauptergcbnis des 
$5: 
5.8. SATZ. Sei 3 eine PPC(p, q)-Gruppe mit d/(3) = 4 wm i’+p 5. I (iii). 
Dunn ist p = 2 und q tine Fermatsche Pritn:uhl. Wcitrrhin gilt: Isr x E Irr(9) 
ein nicht-lineurer Charakter von q-Porenzgrud, so ist z( 1 ) = q oder I( 1 ) = 37. 
&w&s. Wir kiinnen o.B.d.A. in 5.1 (iii) .~d = 1 annehmen; wir sctzcn 
9 = I ./. N und wtihlcn 9 E SylJY.:../l*). 
abclsch 
abclsch 
Kiasse 2 
Dabci gilt [a. 9’1 # 1 und [J/jZ(,K), 1)] f 1. 
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(0) Sei XE Irr(9) ein Charakter von q-Potenzgrad. Dann ist 
x E Irr(9/&‘). Nach 3.5(b) gilt C,(J&‘/&“) = C,(At’/Z(A’)); setzen wir 
a/&‘= C,(A/Z(A)), so ist &Y/&Y ein abelscher Normalteiler von g/&J!’ 
und x(1) I W/g1 = I=W,(~/Z(4)l (LX 6.151). 
(1) Es gilt &‘/Z(J#) = CA,z(M1(9) x [At’/Z(di!), 91. Setzen wir 
GfT/Z(A’) = CA,z(Aj(9) und Y = A/%?, so gilt Y = [Y, 91 und 99/g erftillt 
die Voraussetzungen aus 5.2. Es sei daher unter Abschnitt (1) weiterhin 
(8 = 1 (d.h. Y = J%‘) und wir nehmen gem%3 5.3 such C,(Y) = 1. an. Unter 
Beachtung von (0) gilt dann x( 1) ( 191. Mit der Bezeichnung X = Y/Y und 
Y0 = Y/O,(%) hat B folgende Normalreihe: 
9 
1 
Eczfo abelsch 
= 2? x O,(2) abelsch 
v”=[Y-,221 
abelsch 
Weiterhin erzwingt 5.6(a) die Irreduzibilitat von Y als XL!?-Modul 
(X := GF(p)). D a h er ist 9 zyklisch und wegen C,(2) = O,(z) operiert 
Y0 fixpunktfrei auf 9. Nach 2.2(a) ist 9 erst recht irreduzibel a s XX- 
Modul und daher O,(p) <C,(p). Somit operiert die Frobeniusgruppe 
9. Y0 irreduzibel auf 9. Gemal 5.7 gilt dann pX%aXYO 0 . . .S 0 XYO 
mit einem s E N. Nun setzen wir zur Abkiirzung 1 Y/ =p”, 191 = q”, 
IC,(9)/ = lC,(LQ =p’ und IpOl =pk, so dal3 uns 5.6(a) unter Beachtung 
von Y = [Y, S] und C,(Y) = 1 die Beziehung q”(p’- 1) =p”- 1 
liefert. Wegen m=dim,p=s./YOl =s.pk und c=dim,CB(YO)= 
s. dim, C,,($,) = s erhalten wir c = m/pk und q”(pmipk - 1) =p”’ - 1. 
(2) Wir zeigen, da13 m = 2. I gerade ist: Hierzu betrachten wir wieder 
unsere vorgegebene Gruppe ‘9 und setzen zur Abkiirzung d = Z(A) und 
S/9 = [J&‘/T, 91. In der Bezeichnung von (1) ist Y/9 r Y ein 
irreduzibler X$Modul; insbesondere IS/T I = pm. Weiterhin impliziert 
dZ(‘9) = 4, da13 T nicht-abelsch ist, und wegen 9’~ Z(F) gilt sogar 
L?iY=Z(F). Sei L%“=%“,x ... x L!T* eine Zerlegung von 9 in zyklische 
Untergruppen zi. Wegen Y-‘# 1 gibt es einen Index j mit 
9-l 52 xizj~i =:g. 
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GemaD 3.5(b) operiert 2 trivial auf S, so dalj .T := .73q eine j- 
invariante Faktorgruppe von ,F ist mit .T’ f I. Weiterhin gilt 
,5;‘Y< Z(.F), und vermijge der Irreduzibilittit von .Y~z? ais .%&Modui 
folgt sogar Y,‘% = Z(.T)); insbesondere ist Z(.F) zyklisch. Nun liefert [HB? 
III, 13.71, daW I.t/Z(.~)l =p2’ ein Quadrat ist, was pm= I.“i-/Y’ = 
‘.F:.!Z(.P)I = p2’ zur Folge hat. 
(3) Mit (1) und (2) ergibt sich (p’+ l).(p’- l)=q”(p’Ld- 1). 1st 
y 1 p’ + 1 und y 1 p’- 1, so folgt q= 2, im Widcrspruch zti p 1 q - 1 (4.1). 1st 
dagegen (q, p’ -?- I) = 1, so crhtilt man die offensichtlich falsche Aussage 
pl+ ! I p+ _ 1 bp’- 1 <p’+ 1. Sci schlieljlich (q,p’-- I)= 1. Dann ist 
pi _ 1 / p:l..$ _ 1 , so dal3 notwendig p = 2 und li = ! gelten mull; unsex 
Gleichung vcreinfacht sich daher zu 2’+ 1 = q”. Dann abcr erzwingt [HB, 
IX. 2.71: Entwedcr ist 2’= 8 und q”= 9. oder n = 1 und q ist einc Fcr- 
matsche Primzahl. 
(4) Nach (1) gilt ;(( 1) 1 q” fiir jeden nicht-linearcn Charaktcr 
x E Irr(%) von q-Potenzgrad. Daher folgt x( 1) = y oder x( 1) = 3’. I 
5.9. Bet~crk~n~. Gcmtifl Rcispiel 4.5(e), (f) ist I% jcde Fermatsche 
Primzahl q eine PPc’(2. y)-Gruppe vom Typ 5.1 (iii) realisierbar. 
Wir kommcn nun zum zweiten Hauptergebnis von $5: 
5.10. SAT%. &i 9 tine PPC(p, q)-Gruppe mit d(S) = 4. Dann gili: 
(a) Dcr Ij,p 5.1 (i) Irift niche uuj: 
(b) fst 3 rwn Typ 5.l(ii), so,folgr p = 3 und q = 2 
Wcitcrhin gilt: Isl 1 E Irr( 9’) tin nicht-lintwrer C’hurukrer ran 3-Potcmzgrud, 
.su i.rt x( 1 ) = 3. 
Btwis. Wir untcrsuchcn (a) und (b) gemcinsam und erinnern an die 
Normalreihe van ~9 gcmtil3 5.1: 
:. -i I3 p ! abclsch 
i ..A,“ 
:. 
Y Klasse 2 
{p, y)‘bzw.p”’ ’ 
.>fi 
abelsch 
I 
(1) Setzen wir ,Y/%& = C.,- J.,K), so ist %’ = .& x ,Y mit 
..T E Syl,( .Y). W%rc .,Y/Y abelsch, so wiirde !Y~.,J’[ : = (.,r “i:../~‘)’ < Y’/‘::. 6f = 
C , ,,,(JL) gelten. Somit w&e <g,,?q mctabelsch und ‘!Y w6rc abelsch, was 
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d/(9) < 3 zur Folge hltte. Mit der Festsetzung T/Y = Z(Jf/U) erhaltcn 
wir daher folgende Normalreihe: 
abclsch 
Klasse 2 
(2) Die Zassenhaus-Zerlegung liefert ./V/3 = c,, ;.y( tYj,V) x
[.NiZT, B/N 1. Setzen wir 9l.T = [X./z, S/X] 9 9/T”, so ist %?/a # 1. 
Sonst ware nfmlich 9/P’ nilpotent (3.5(b)), und 69 wiirde eine nicht- 
abelsche q-Faktorgruppe isomorph zu .,V/.Y besitzen, im Widerspruch zu 
1.2(c). AuBerdem ist C9/%’ abelsch. Mit der Bezeichnung Y/R E Syl,(%/99) 
und 9 = a/L!’ besitzt 9 folgende Normalreihe: 
: 
4 
abelsch 
Klasse 6 2 
(3) Wir wcnden ein wciteres Ma1 die Zasscnhaus-Zerlegung an: 
.d = C.,(J) x [ .&!, 9 J. Wegen d/(3) = 4 folgt [.A. S] # 1. Im Fall (a) ist 
aul%erdem [A, .9] gemal 5.4(b) eine r-Gruppc (p # r Zq). Es sci 
C.,,(2) x .T < *//- < 9’ so gewghlt, daB 9 : = .L?;V ein Hauptfaktor in .V 
ist. Wegen [L?, S] # 1 ist 9 irreduzibel a s 9-Modul (2.4). Wendcn wir 
nun 5.5 auf 9’pl.T an, so folgt, da13 alle ?!-Kompositionsfaktoren vo
[J&, a] isomorph zu L? sind. Nach Wahl von 9’ in (1) ist C.J.1) = 
C,( [&, S]) = 1, so dal3 sich C,(P) = 1 ergibt. 
(4) Ware LY abelsch, so ware 9 gemPI (3) zyklisch. Nun operiert aber 
9 E Syl,(%/.Y) trivial auf S/.9 = Z(.N/.Y?) # 1 (3.5(b)) und nach (2) gilt 
C,:,(Y) = 1. Dahcr kann 2 nicht zyklisch sein, was c/(9) =2 zur Folge 
hat. 
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(5) In (2).-(4) haben wir gczeigt, dab .Y/ Y“ die Voraussctzungen von 
2.5(b) crfiillt. Mithin folgt p = 3, q = 2, L?z Qx und L?” ist tine 3-Gruppe: 
insbesondere kann 9 nicht vom Typ 5. I(i) sein. 
(6) Setzcn wir X/M = C ,,;,~(m2z)i~~!.x, so folgt wegcn 
.W:.Y’ = .i’?Qs sofort 1.4”::FI = 3. Mit dcr Bezeichnung 9 E Syl,(.d;Y) 
erhalten wir: 
T .‘Y 
3 
-’ :T 
1 
=i)x’i 
1 YJ j = .,/l x ,F 
Nach 1.2(c) ist .Y” notwendig tine PPC’(2)-Gruppe. Somit ist .P‘ gemgD 0.7 
2-nilpotent mit normaler, abelschcr Sylow-3-Untcrgruppc .J. 1st x E Irr(Y) 
mit x( 1) = 3”’ so folgt mit dem Satz von Ito ([IS, 6.151) z( I ) 1 I?$::.%!, dh. 
I( 1 ) I ;.‘/j~.Y‘I = 3. B 
5.11. Uemerkung. 1st ,A[ der Standardmodul der Gruppe X(2, 3): so ist 
9 : = .&. SL(2, 3) gemal 4.5(d) eine PPC’(2, 3)-Gruppe vom Typ 5.l(ii j.
6. DER STRUKTURSATZ FCR PP(-(p. q)-GKUPPES VOS SrUFE 5 
6. I. Bwwrkung. In $5 haben wir gezeigt, dab es genau zwei Typen von 
PPC(p, q)-Gruppen von Stufe 4 gibt, namlich dicjenigen vom Typ 5.l(ii) 
mit p = 3. y = 2 und dicjenigen vom Typ 5.1 (iii) mit p = 2 und y einc Fer- 
matschc Primzahl. In dicsem Paragraphen charakterisieren wir die 
PPC’( p, q)-Gruppen von Stufc 5. 
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BL?W&. Nach 4.3 hat Y notwendig folgende Struktur: 
P” 
. . 
Y 
P” 
3 
abelsch 
OP(2-l) 
abelsch 
oy!9) 
Klasse 2 
OPJy 9) 1 
i 
= ,d x 3 mit eincr abelschen q-Gruppe 3 
Dabei ist O”(9) eine PPC(p, q)-Gruppe mit dl(Op(9))=4. Ware 
[.B?, 91 # 1, so liefert 4.6(b) die Aussage .?I= 1, und Op(Y) ware eine 
PPC(p, q)-Gruppe vom Typ 5.1(i), welche nach 5.10(a) nicht existiert. 
Somit ist [&‘, Y] = I und es existiert eine {p, q}-Gruppe X”, notwendig 
mit d/(X) = 5, so da0 B = X x .d gilt und .Y? folgende Normalreihe 
bcsitzt: 
i 
& :.
P abelsch 
./v‘ = OP(X) 
:. 
Y abelsch 
.M = oy.#) 
:. 
P Klasse 2 
L yT = OP.“P(~#) 
:. 
q I abelsch 
Dabei ist ../I _ eine PPC(p, q)-Gruppe mit d1(.N) = 4 und die Anwendung 
von 5.10( b) impliziert q = 3 und p = 2. 1 
Das folgende Korollar zcigt, wie “unwesentlich” doch die Rolle ist, die 
das { p, q}-Komplement d bei PPC(p, q)-Gruppen smelt: 
6.3. KOROLI.AR. .%i 9 rine PPC(p, q)-Gruppe. 
(a) 1st 4 <d(9) < 5: so gill [cd’, $91 = 1. 
(b) Ist d(g) = 3 und n(9) = 2, so gift dwnjd/.s [d, 91 = 1 
hwi.s. (a) Die Aussage folgt aus 5.1 und 5.10(a) bzw. 6.2. 
(b) Dies ergibt sich aus 3.3 und 3.5(b). 1 
6.4. Bemerkung. 1st 3 eine PPC(p, q)-Gruppe mit df(%)=n(:g) = 3, so 
ENDLICHF. AUFIijSBARE GRIJPPEN 243 
zeigt Beispiel 4.5(a), da13 dcr Fall [d, 91 # 1 wirklich auftreten kann. 
Jedoch werden wir in 7.2 zeigen: 1st .d nicht-zentral. so ist [.u’, 9] ein 
minimaler Normalteiler von 9. 
Wir charaktcrisieren nun die PPC(pt q)-Gruppcn van maximaler Stufc. 
(a) 99 ist einc PPC(p, q)-Gruppe rnit dl(??) = 5. 
(b ) Es is1 ( p. q 1 = 12, 3 ); bteilerhin gilt Y = .7? x 9 x .vl ini:foigmder 
Br~cichnun~: .# ist die in Beispicl 4.5(d) he.whric4ww Gruppe: $9 i.yt cirw 
uhelsche 3-Gruppe und .d (wie iihlich) das nmnnak. u/~~l.sc&~ { 2. 3 i-Korn- 
pkmwnt. 
Bcwis. (b) => (a) Dicse Implikation folgt aus 4.5(d). 
(a) j (b) ( I ) Nach 6.2 gilt { p, q ). = j2, 3 : und Y = .X’ x .d mit einer 
{2, 3 j-Gruppe X. lndem wir o.B.d.A. d = I annehmen. hat 9 folgende 
Normaireihe: 
abclsch 
i .1’ 3”’ I abelsch 
2.‘. y 
.A! 
Klassc 2 
f Y‘ 
3”’ abclsch 
Wciterhin crzwingt d/(99) = 5 mit der Bezcichnung .d/ $’ = Z(. H,,+ ‘): 
[, t”.‘..‘/, Y;.)t.] # 1, [,&‘/.9?, ,I,“/.&] # 1 und [p‘. (./rt!f’)‘] # 1. 
(2) Wir kiinnen C,,+..-,(.H/.%) = 1 annehmcn: Zum Beweis sei 
:Y.:,II := C ,. ..(J~~/.‘%‘). Wenden wir nun 3.5(b) auf ~ +:‘I“ an, so folgt. dab 
I~/.‘Y nilpotent ist. Insbesondere hat die PPC-Gruppe TV eine nicht-abclschc 
2-Faktorgruppe isomorph zu ,&‘*:‘I” und crfullt daher die Eigenschaft 
PPC(2) (1.2(c)). Dann aber liefert 0.7, da0 die 3Sylowgruppe van :I/ 
abelsch und normal in 9 ist. Indem wir dicsc wiedcr mit Y‘ bereichnen. isi 
die Aussage (2) gezeigt. 
(3) Wir setzen T:‘/*. = C .,,;, (?-)a?/3 ‘. Dann gilt 3’ = Y x .Y mit 
.!! E Syl,(.T’); insbcsondere also .V;gY. 
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9 
2”’ 1 abelsch 
T 3‘ 
3.‘. I abelsch 
(4) c/(.k/.Y)= 2: Ware namlich A/X abelsch, so ware 4.2 auf 
$9/Y, anwendbar, im Widerspruch zur PPC-Eigenschaft von 9/P’ (1.2(a)). 
(5) C,,~~,,((.~/.~))jZ(~~~)) = I: Wir nehmen dazu %‘/A := 
C.,~,.,,,((.,~!.S)!Z(.~/X)) # 1 an. Die Anwendung von 3.5(b) auf M/X 
crzwingt die Nilpotenz von +Yi.!L und ?g/.%” hattc gemal (4) eine nicht- 
abclsche 2-Faktorgruppe isomorph zu .,&f//iJX. Folglich ware Y/Y’ eine 
PPC(2)-Gruppe, was nach 0.7 die 2-Nilpotenz von 9Iy:lV’ zur Folge hatte. 
Dahcr wart <Y/V sogar nilpotent, im Widerspruch zu (2). 
(6) An weiteren Bezeichnungen fi.ihren wir tin: 9“/X=Z(&/X), 
r% = .,&i!/.Y, .Y E Syl,(.Af:.T), %?/T = C.,*!,(9) und X/Y = [c,&?/Y, .+‘I. 
2”’ 
3”’ .op g 
2”’ !J = 1 
2”’ 
3” 
B 
abelsch 
.N 
abelsch 
JH I = 
_y) 
V/T x .m;z 
Klasse 2 
V =Vx*Y 
\ 
abclsch 
(7) 9 operiert true und irreduzibel auf X/9”: Wegen 
[.N/Af, !!!/_A’] Z 1 und [Xl??‘] Z 1 erfiillt Y/3? die Voraussetzungen von 
5.2 und 5.6(a) liefert die Trreduzibilitgt von .X/3’ als 9-Modul. Gem% (5) 
gilt C,(Xi.!Z’) = C,(.AF/F) = 1, so dal.3 such die Trcuc gczeigt ist. 
(8) Wir konnen .&jX = X/S annehmen: 
Es gilt ..I“/.x‘ = a/x x YYi.rn mit Sylowgruppen Y/.X’~9’ und 
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ti’,:,X~ %,i.Y von ..Y/.X. Daher ist die 2-Gruppe %‘:‘?q abelsch (1.2(c)). 
AuDerdem gilt rivialerweise Cyj,( 3 ‘) = 1 (vgl. (3)). Zu zeigen bleibt also 
noch c/(X/2) .= 2 und Z(.A”/X) = %/!T’. W6re abcr .‘Y‘!Y abeisch, so 
erhalten wir durch Anwendung von 4.2 auf 3i.Y sofort den gesuchten 
Widerspruch. Natiirlich gilt auBerdem T/J’< Z(.w’.‘J). so da8 sich mit (7) 
und wegen cl(%“/.Y”) = 2 die Gleichhcit ergibt. 
(9) .P : = [ f”, S] ist tin irreduzibicr 9-Modul. 1: Qx ist die 
Quatercionengruppe der Ordnung 8 2nd IT?‘\ = 3: Die Gruppe Jr/./Y erf;,i!it 
die Voraussetzungcn aus 5.2, so da13 gemal 5.5 alle SKom- 
positionsfaktoren von [TT, 21 isomorph sind, ctwa zu .P-. Nach (3) 
operiert 1! deshalb trcu auf .T”. Insbesondcre operiert Z(2) fixpunktfrei auf 
9 und daher auf [,Y’. 21. Beachten wir nun (7) und (8). so erzwingt 2.5(a) 
die Aussagc a~&. Wegen C,(3jZ(2)) = 1 (vgf. (7)) ergibt sich dann 
natiirlich \.“p\ = 3. AuDerdem zeigt 5.6(b) wegen C,([Y.S])= 1 (vgl.(3)). 
daf? [I%“::!] = ,P em irrcduzibler I-Modul ist. 
(10) .F ist elemcntarabelsch vom Typ (3, 3) und ,I’lT =2. .:P 
opericrt reu auf 9: Da GF(3) ein Zerfallungsk6rper fur 9 ist, liefcrt 
C,(.F) = 1 sofort dim,,,,, Iq = 2. Ware ,.+‘,i.‘T’ nichttreu auf .9, so wiircie 
wegen 9 = C v ,&,.q) 5 ..I/‘/.%’ der Widerspruch [$ ?] = ; folgen. 
( 1 I ) Mtt der Bezeichnung d = 9:‘X gilt !g;C,(.F )r CL(2, 3) und 
C,(T) ist eine 2-Gruppc: Nach (10) ist jedcnfalls g/C,(S) isomorph zu 
einer Untergruppe von (;.L(2? 3). Andererseits iiefert (10). da;3 <T/C&S) 
eine Untergruppe isomorph zur X(2,3) enthalt. Wegen I./p! = 3 ist somit 
C,<(S) einc 2-Gruppc. Ware nun SL(2, 3);-B;C,J.F). so ware d 3- 
niipotcnt, was [.,A/!.&‘, %/.N] = 1 zur Folge hattc. Dieser Widerspruch 
zeigt die Giiltigkeit von <g/C,(Y) 2 GL(2, 3 ). 
(12) <q .= Y;J opcriert rivial auf 2 : =C, (9): Hierzu betrachten 
wir die Struktur von Y gemal Diagramm (6) und nehmen wegen 
zT==.%x.~/;xP’ 0.B.d.A. .PxY= 1 an. Somit gilt .~&?=~xx~ (mit ~,zL?) 
und die f’PC(2, 3)-Eigenschaft von Jv‘ impliziert, da8 die 3-Faktorgruppc 
,I ‘;‘4, abclsch ist; insbesondere operiert somit ,I.:.& trivial uf 9. Sei nun 
i E 2. 
abelsch 
2 :y 
=2.&X.% 
GemaB [IS, 6.331 geniigt zum Beweis van (12) dcr Nachweis van 
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T(L) =%. Wir wissen aber bereits .N < T(i.) <Y und T(i,)g% (wegcn 
($/.,h”)’ = 1). Folglich ist T(L) eine PPC-Gruppc. Weitcrhin licfcrt [HB, V, 
17.121: il ist fortsetzbar zum vollen Urbild einer 2-Sylow-Gruppe von 
T(i.)/9 (wegen der Teilerfrcmdhcit) und /I ist fortsetzbar zum vollen Urbild 
von ~9 (wegen 19’ = 3). Daher ist gemah [IS, Il.311 /I fortsetzbar 
zu ;E Irr(T(i)). Mit [HB, V, 17.11 und 17.121 folgt i.“‘“‘= 
I& Irr(T(i):28) x (1) ~2 und (~2)‘” E Irr(Y). Wegen .A“/J$~.SSL(2, 3) (vgl. (10)) 
hat .A’“/?8 einen Charaktcr vom Grad 3, dann abcr such die PPC-Gruppe 
T(i)/.% (2.6(a)). Sei also 1 E Irr(T(i.),/.%) mit x( 1) = 3. Ware 1% : T(i)1 = 2” 
(a >, 1 ), so erhalten wir den Widerspruch (xz)“( I) = 3.2”, was 9 = T(i) xur 
Folge hat. 
(13) Unter Abanderung der Festlegung von .A“ und JY hat 9 die 
folgcndc Normalreihe. Dabci ist .9 der Standardmodul zu %@~GGL(2, 3), 
98 ist eine zcntrale 3-Gruppe und % ist eine 2-Gruppe. 
2 
3 
2) 
zGL(2,3) 
Zum Beweis von (13) vermerken wir zunachst, da13 9 gcmab (11) folgcnde 
Struktur besitzt: 
r 9 
I 
2 GL(2, 3) 
.4& 
= c, .r(9) 
. J 
= ,3’ x .Y = .F x .2 x .Y 
- 
Dabei ist ..p der Standardmodul zu Y/%?GGL(2, 3) und C,,,$(.F) ist eine 
2-Gruppe. Mit (12) folgt weiterhin, dal3 die abclsche 3-Gruppe $9 zentral in 
9 liegt. Insbesondcrc operiert C ,:.,(9) trivial auf Y’=.q x .?J und wir 
bezeichncn die Erweiterung der 2-Gruppe Y durch C,.Y(.9) mit 8. Dann 
ist 9 E Syl,(Q): also 9:a%. 
(14) Es gilt 9 = X x 99, wobei .X’ folgende Normalreihe besitzt: 
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Gems13 (13) operiert insbesondere J&‘/% trivial auf 8. Daher existiert 
Ar<J? mit JTI/(Fx9)gd/& und J@/(FXX)=J&/(FXX)X 
(9J x F x 9)/(F x 9). Dies erzwingt &! = &?‘r x .99 und JZrg S. Betrachten 
wir mm die abelsche 3-Gruppe JV/J&, so liefert die Zassenhaus-Zerlegung 
-FIJI = Cv4c,A,(~lJ”) x [Jr/-/J%, g/J”1 mit f-L,,,6~l~U = (3 x AI I/J% 
und Jlr/&r : = [.J/&, ‘9/Jf] g M/J@. Dies hat JV = Jv; x 98 zur Folge 
und wegen [9, g/J’“] = 1 erhalten wir sogleich aucb 9 = X x &?? wobei X 
unter Beachtung von (13) die angegebene Normalreihe besitzt. 
Zu erbringen bleibt noch der Nachweis, daI3 X die in 4.5(d) 
beschriebene Gruppe ist. 
(15) 9 operiert rivial auf 9: Zum Beweis sei 0.B.d.A. 9 = 1. 
Dann liefert 3.5(b) sofort Z(A) <C,(P). Weiterhin erfiilh X”/Z(,h!) die 
Voraussetzungen von 5.6(a), so dalj [Af/Z(.A’), 9’1 ein irreduziblcr .9- 
Modul ist. Setzen wir 919 = Z(A?/9), so operiert 9 wegen 
JV/~ g X(2, 3) nicht-trivial auf&?/S. Nach dem Satz von Jordan- Holder 
besitzt folglich 9’ und damit 9 nur triviale 9’-Kompositionsfaktoren. was
wegen (/PI, / 9 / ) = 1 die Behauptung (15) liefert. 
(16) Es gibt einen Normalteiler Y 9 JV mit JV = 9 x % und 
9/F g SL(2,3 ): Es geniigt des Nachweis von ~Vl.9 = Y/F x (9 x .d );‘.F~ 
Sei daher 0.B.d.A. F = 1. Wegen 9’ < C,(9) (vg’i. (15)) hat .Jf genau vier 
Sylow-3-Untergruppen PI = P’, Pz:, P3:, 9$ und es gilt 9 : = (P, )..., Y4) < 
C,(9). Aus 99J9 =JV/~ folgt weiterhin 9.9 = .Af. Sei 8 = .Y n 9”, 
dann gilt 3 < Z(9) und 9/T%” 99/g = ~V”,l9r X(2,3). Wir nehmen 
LY # 1 an und betrachten folgende Normalreihe von 9: 
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Nun ist H2(5’L(2, 3), @ “) = 1 ([HB, V, 25.51). Dies hat % @ P”, d.h. 
9’ n 9’ < 9, zur Folge. Setzen wir 8 = LY”/(% n 9’)) so gilt 36 Z(9) - - 
und 21% = (8/T)’ = L?‘~/T, woraus sich wegen 8’ = 9’ sofort 
g = 9’ x 2 ergibt. Da 9/W trivial auf 2 operiert, existiert ein Y mit -- 
9” 6 Y-a .T und ~?/lp’ = F/p x (2 x Y)/L!?‘. Folglich ist 8 = Y x 9 
und 5 g SL(2, 3); insbesondere gilt (Pr ,..., 9$ > < Y. Wegen CT 6 9 = 
(CT1 ,,.., .!?!k> folgt Y = 9, im Widerspruch zu L? # 1. Damit ist doch 9’ = 1 
und Jf = 9’ x 9. Insbesondere ist 9 g M/9 r SL(2, 3). 
(17) Es gilt 99% und &‘/9 ist abelsch: Wir wissen aus (16), 
daD $9 folgende Struktur besitzt: 
Dabei ist 9'9 I!, S!'plFzSL(2,3) und 9 ist eine 2-Gruppe mit SAY?. 
Insbesondere liegt jedes Element der Ordnung 3 aus Jf/Y bereits in 919. 
Da aber die Gruppe SL(2, 3) von ihren Elementen der Ordnung 3 erzeugt 
wird, so folgt 9’19 = (g E Jlr/@ 1 O(g) = 3 ) char N/99 X/F und 
95%. GemaD 1.2(c) ist die 2-Gruppe Y/9 abelsch. 
(18) Die Gruppe P/(9 x 9) z GL(2, 3) zerfallt iiber 9: Zur Erin- 
nerung: 
zGL(2, 3) 
Es sei 0.B.d.A. 9 = 1. Wir setzen 9/Y = Z(df’/F)1!%/8. Es sei weiterhin 
LT E Syl,(b), also 9 = 9. F. Dann liefert das Frattini-Argument 
L%‘=T.N~(Y)=~.N,(LT). Sei gE9nNN,(Y), so gilt fiir 
F=(t): [g, t]EFnF=1, d.h. g’=g. Da T tixpunktfrei auf 9 
operiert, folgt g = 1, also B n N,(F) = 1. 
Damit ist schliefilich 2 die in 4.5(d) beschriebene Gruppe und Satz 6.5 
ist bewiesen. 1 
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7. PPC(p. q)-GRUPPEN VON SrIJFE cw NILPOTENTER L?wI: 3 
7.1. Bnnerkung. In 3.3 und 3.6 haben wir die PPC(p, y)-Gruppcn von 
nilpotenter Lange 2 charaktcrisicrt; diesc sind notwendig von Stufe 3. Mit 
Hilfe von 5.1 und 6.5 lSl3t sich daher 4.4 leicht verschtirfcn: 
Sei 9 einc PPC(p. q)-Gruppe. Dann tritt einer der folgenden FBllc auf: 
(1) rll(‘$)=n(Y)+ 1 =5, 
(2) d/(Y) = n(9) + 1 = 4, 
(3) df(rG)=n(Y)+ 1 =3. 
(4) d/(Y) = n(Y) = 3. 
In diescm Paragraphen wird Fall (4) naher untcrsucht. 
T 9 
:. 
iJ I 
ahrlsch 
- .1‘ 
:. 
q I 
zyklisch 
T ,N 4' I utwl.sch 
Bfwx~i.Y. (1 ) Zunachst ist klar, daD 9 vom Typ 4.3(i) ist. nsmiich 
Y 
p’ . . abclsch 
i .A” : = OP(Y) 
q”’ Klasse < 2 .A/ :=OP.rl(Y) 4' T = .d x.JP abclsch 
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Weiterhin folgt aus 4.6, da8 einer der beiden folgenden Falle auftritt: 
(l%)Jzl= 9 (bis auf den direkten Faktor & von 9!) 
(p)dd = d. 
(2) Wir konnen & = [A, S/d] = [&‘, Jlr/A] # 1 annehmen: Die 
Aussage [A, Ml&!‘] # 1 folgt sofort aus n(9) = 3. Zum Beweis von 
d = [A, M/A] beachten wir die Zerlegung & = C,(M/&‘) x 
[&, Jr/-/&!‘] und nehmen C,(M/&) # 1 an. Im Falle (c() ergibt dies sofort 
einen Widerspruch zur Wahl von M = Op(%). Im Falle (fi) erzwingt 1.2(b) 
sogleich [C,(Jlr/&‘), $91 = 1, sonst hatte namlich $9 eine nicht-abelsche q’- 
Faktor-gruppe. Somit kiinnen wir such jetzt (bis auf den abelschen 
direkten Faktor C,(9) von ‘9) d = [&, M/L&‘] annehmen. 
(3) Mit der Bezeichnung 9 E Syl,(Y) gilt 9” = & x 9’ =: -Y-: Es sei 
$‘“/A = (N/A)‘. Dann ist jedenfalls 9” < Y. Wegen [M/Y, 9/M] # 1 
(3.5(b)) ist 9/g” gemal3 3.2 und 0.7 p-nilpotent mit normalem, abelschen p- 
Komplement. Nun aber erzwingt & = CL&‘, M/A] sofort $9” = Y. Wegen 
dZ(9) = 3 ergibt sich letztlich 9’“’ = 1 und 9” = Y = 4 x 9’. 
(4) Jedenfalls hat 99 gemal (3) folgende Normalreihe 
! 
29 
P 
:. abelsch 
Jv” 
:. 
4 abelsch 
“,K=J&x$j’=yf’ 
abelsch 
Weiterhin erfiillt offenbar die Gruppe Y/T die Voraussetzungen von 5.6(a). 
Daher ist A = [A, N/A] ein irreduzibler Jlr/Y-Modul. Insbesondere ist 
im Falle (p) [&, 91 ein minimaler Normalteiler von 9. Wir setzen 
%?/Y-=c M,-y(&). Somit operiert Jlr/%? treu und irreduzibel auf A; 
insbesondere operiert J/q fixpunktfrei auf d und ist daher zyklisch. 
(5) ??/M operiert rivial uf %?/Y: 
Mit der Festsetzung .@ E Syl,(%/Y) (d.h. L%~%‘/Y) gilt 
! 
3 
:. 
P abelsch 
Jv 
:. 
4 zyklisch 
v 
I 
=~xA! abelsch 
22’ 
:. 
4 abelsch 
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Sei 1 #p E .,z% fest gcwlhlt. Wegen .&’ = [.&, .h’yk] (v&l. (2)) cxistiert nach 
2.3 ein .%’ E Syl,(YN) mit :% < Cq ,,(p). Sei wcitcrhin 1 f j.E& bcliebig. 
Dann ist geman [HB, V, 17.1!] 1% :T(i.pc); notwendig tine Prim- 
zahlpotenz. Wegcn C&ip) < C&(p) folgt die Existenz van 
.‘w E Syl,(%/%) mit 9;. ,< C,.<J@) < C,q,.,6(j.). Gabe es ein i. E d mit .8 # 1%;) 
SO ware 9 < (.%, 9,) <C,.,(p) und Q,(.xt”i%) < C,.,.(p), im Widerspruch 
zur fixpunktfrcien Operation von ,V,% auf .,K bzw auf .,a (vgl. (4)). Daher 
folgt .9 < Cq .(?.) fur allc i. E ,%I und 9 opcricrt trivial auf ,+?. 
(6) Sei .:9~Syl,,(B/.&) und .r;$“= [, { ‘f ‘* Jp7 !. Dann ist 
X.:.&t = C, ,,(:P) und 
,,f, ‘/“I“ = w/y,‘ x ,y“;y-: (*I 
insbesondcrc ist .Kl~‘?...t“/% zykhsch: Zunachst operiert ,4 trivial auf 
(.,l”i.#)’ = %“/..& (3.5(b)). Mit (5) operiert .V such trivial %‘,P+“, d.h. auf 
ganz K:..,K. Wegen n(Y)= 3 gilt andererseits C.,;,(Y) # 1; dies aber 
impliziert sofort ..h”/% = [,,11‘,!%1 9’1 # 1 (da .N/% zykiisch nach (4)). Damit 
letztlich ist C , ,&(.Y) = %/.,U gezeigt und Glcichung (*) ist die Zassenhaus- 
Zerlegung von .,YIY“ bzgl. 9. 
i zyklisch 
abclsch 
:. 
4 c ,. ..(:Y)= 
=. Cl x 9’ abclsch 
Y’ 
(7! Es gilt 1’= l1 d.h. Y‘= .&‘: Wir sctzen untcr Abschnitt (7) 
0.B.d.A. .I/ = 1 und nchmcn Y. = .,1”‘= 1’# 1 an. Wegen t*‘,< Z(. t .) 
(3.5(d)) ist .Y abelsch 
:. 
P 
zyklisch 
abclsch 
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Somit ist erneut die Zassenhaus-Zerlegung anwendbar, namlich 
x = C,(P) x [X, 9’1. (**I 
Dabei ist C,(P) = Va$ und wegen 9 <C&(X/,X) ist such [X, P] 
g/X-invariant, d.h. [Xx, P] 9 9. Aus den Gleichungen (* ) und (**) folgt 
&” =%? x [X, P]. Dies liefert die Aussage 1 # [X, P] <Z(N), aber 
[IX, P] @ Z(Y), im Widerspruch zu 3.5(b). 
(8) Bis auf einen abelschen direkten Faktor hat 2? folgende Nor- 
malreihe 
- 
:. 
P 
1 
29 
r9 abelsch 
“N 
:. 4 zyklisch mit C,,,(d) = 1 
“42 
4’ = [Jhf Jv/A] abelsch: 
Zum Beweis schreiben wir zuntichst %?= &! x Y mit YE Syl,(V). Wegen 
M/J&’ = (4 x Y))/& x X/J@ (vgl. (6) und (7)) folgt somit JV” = Y xX. 
GemaB (6) operiert P trivial auf Y/X. Daher folgt Y/Y = 
(Y x X)/X x a/X mit einer Sylow-p-Untergruppe a/X von g/X. 
Insgesamt ist L?? = Y x % gezeigt mit 
% 
:. 
P EP abelsch 
x 
:. 
4 zyklisch 
Jtfl? 
4’ = L-4, XlJu abelsch 
Zusammen mit (4) sind damit die Behauptungen (a) und (b) des Satzes 
vollstandig bewiesen. Zum Beweis von (c) zeigen wir noch: 
(9) Es sei YT/JV = C,,,(.M/&‘) und 9 E Syl,,(%//&‘). 
9 
:. 
P abelsch 
7P” 
=N/ddtfX.S abelsch 
d@ 
4’ abelsch 
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ann gilt cd(Y) = (1, \Y/-ly-1, IN/.&!\ >: Sei zuerst x E Irr(9) 
earer q-Potenzcharakter. Dann ist cp : = x&- E Irr(N). 
fixpunktfrei auf J& operiert, ist N eine ~~obe~i~sg~~~~e und 
x(~~=d~~=lJlrl~4. 
Sei nun x E Irr(9) ein nicht-linearer ~-Pote~zcbarakter. 
xw- = 2, f . . ’ + ix(l) mit /lj( 1)= 1, da die metabel 
PRY(q)-Gruppe ist (3.2). Folglich gilt ~84 = TV 
operiert Y/w fixpunktfrei auf der zyklischen Gruppe 
die Charaktergrade von 9/J?. Wegen (g/&Z)‘= JV”/JZ hat %/JzY genau 
/3/M I lineare Charaktere. Weiterhin besitzt 9lA offenbar 
((IN/Ml - l)/lY/%Q”l). 191irreduzible Charaktere vom Grad IL@‘/YYi. D es 
aber sind alle wegen iS/Nl + ((]&‘“/J# - l)/~~/~~~)~ /8’/. ]9/ 
I~/JV (1 + IN”/.& - 1) = ~c!?,/JZI. Insbesondere gilt x(l) = l%/%‘i. 
EISPIELE. (a) Wir erinnern an die in 4.5(f) konstruierte Gru 
9 = ~/Z(~): 
59 
2 
2 
32 zyklisch 
.P 
GJ,.,., 2) 
Wir haben dort bereits cd(g) = (1,2, 323 nachgewiesen. Wegen n(g) = 
dl(g) = 3 ist B ein Beispiel zu 7.2 mit trivialem (2, 3 )‘-Anteil. 
(b) Aus den Satzen 5.8, 5.10(b), 5.5 und 7.2(c) folgt, daD jedenfa~~s 
fur diejenigen Grade, welche Potenzen in der grol3eren der beiden Prim- 
zahlen p und q sind, starke Einschrankungen gelten. Wir zeigen, dalj dies 
im Falle einer PPC(p, q)-Gruppe $9 mit dl(9) = n(Y) + 1 = 3 ia. nit 
(1) Es seien * (i = l,..., m) m Kopien von SL(2, 3). 
z 
3 
I 
= .q 
2, i 
(2>2) 1 =< 
zTj=z(s‘g) 1
2 I 
Weiterhin sei 9 =X1 v ... v Xm das direkte Produkt der &$ mit 
vereinigten Zentren Ti. 
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(2) 3 ist eine PPC(2, 3)-Gruppe: Die extraspeziellc 2-Gruppc ~1’ 
besitzt genau eincn treuen irreduziblcn Charakter vom Grad 2”( [HB, V: 
16.141). Dieser ist notwendig trtige unter 9, so da0 wir durch Fortsetzung 
genau 3’” irreduzible Charaktere von 99 vom Grad 2”’ konstruiercn k6nncn. 
Aus 
folgt die Behauptung (2). 
(3) Zu jedem j mit 1 <j<m gibt es ein x~Irr(Y) mit x(1)=3’: 
Wir wtihlen dazu 1 # i, E %T (i = I,..., j).Fassen wir i. : = i,, . . Ri als 
irrcduziblen Charaktcr von .N’ auf, so gilt offenbar T(i.)/.N = 
3+,x . ,.. xp Wegen der Teilerfremdheit kijnnen wir 3. fortsetzen zu 
I, E Irr(T(/I)) u”;ld es ist x : = 1” E Irr (9) vom Grad x( 1) = 3’. 
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